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RESUMO: O axioma da redutibilidade — isto é, a tese de que para cada funcéo proposicional existe outra funcédo
proposicional predicativa que é satisfeita pelos mesmos argumentos que satisfazem a primeira — desempenha um
papel indispensavel na reconstrucdo légica da aritmética levada a cabo por Russell e Whitehead nos Principia
Mathematica. Mas a admissdo dessa tese entre os axiomas da l6gica enfrentou fortes criticas pelo fato de que sua
verdade (caso sgja verdadeira) so poderiater carater empirico, e ndo |6gico. Neste artigo examino de forma detalhada
trés argumentos classicos nessa dire¢do: os de Waismann (1928), Ramsey (1925) e Wittgenstein (1913), e procuro
mostrar que, a despeito de ser cronologicamente o primeiro, o argumento de Wittgenstein parece ser o mais bem-
sucedido dos trés. Discuto, ao final, algumas conseqiiéncias da reafirmagdo posterior de Wittgenstein, no Tractatus,
do carater empirico do axioma da redutibilidade, chamando a ateng&o para uma certa incoeréncia entre a manutengéo
dessa dtitude e 0 novo tratamento que Wittgenstein deu ao axioma da infinitude, outra tese problematica dos
Principia Mathematica.

ABSTRACT The so-called Axiom of Reducibility, that is, the thesis that for each propositional function there is
another predicative propositional function of the same arguments and coextensive with the former, plays an
indispensable role in the logical reconstruction of arithmetic as presented by Russell and Whitehead in Principia
Mathematica. However, its admission among the axioms of logic theory has been widely criticized, on the grounds
that itstruth, if it isin fact true, would be merely empirical, not logical. | present in this paper a thorough examination
of three classical arguments to this effect — those of Waismann (1928), Ramsey (1925) and Wittgenstein (1913) — and
show that, in spite of being chronologically the first, Wittgenstein's argument still appears to be the most successful
of them. In the last section, | discuss some consequences of Wittgenstein's later reaffirmation in the Tractatus that the
Axiom of Reducibility expresses an empirical proposition, and | suggest that his unchanged attitude on the subject is
at odds with his new treatment of another controversial thesis of Principia Mathematica, namely the Axiom of
Infinity.

O Axioma da Redutibilidade € a proposicdo segundo a qual, dada uma funcdo
proposicional de ordem qualquer, que admite argumentos de certos tipos, h4 uma fungdo
proposiciona predicativa com esses mesmos argumentos gque € extensionalmente equivalente
aquela funcdo dada. Ele constitui um dos principios mais caracteristicos — e controversos — do
sistema légico desenvolvido por Russell e Whitehead nos Principia Mathematica (1910-13)*, e
recebe diversas formulagdes nessa obra, das quais nos limitaremos a considerar aquelareferente a
fungdes proposicionais que tém, como Unico argumento, uma variavel para individuos. Sob esta

forma, ele é enunciado na proposi ¢éo:

*12.1 |- (3F )(ox = f !x) Pp,

!As referéncias tém como base a edicso paperback: RUSSELL, B. & WHITEHEAD, A. N. Principia Mathematica
to *56. Cambridge, Cambridge University, 1962.
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na qual o ponto de exclamagdo indica que a funcdo f, cuja existéncia é afirmada pelo axioma, é
uma funcéo predicativa, isto €, uma funcéo que ndo envolve nenhuma variavel quantificada (ou
“aparente”, na terminologia dos Principia); ao passo que a funcéo ¢, que ndo recebe essa marca,

constitui uma funcdo de ordem indeterminada.

Russell e Whitehead viram se obrigados a incluir esse axioma na base l6gica de seu
sistema como forma de conciliar duas exigéncias que, de outro modo, resultariam conflitantes.
Eles se propuseram, de um lado, a levar a cabo o projeto logicista de fundamentacdo da
Matematica, isto &, estabelecer de modo conclusivo que todos os enunciados da matemética
ordinéria podem ser formulados exclusivamente em termos de um repertorio de nogdes |6gicas
fundamentais, e que todas as verdades mateméticas podem ser provadas a partir de um conjunto
reduzido de proposicdes l0gicas primitivas. Por outro lado, os autores dos Principia pretendiam
desenvolver seu sistema de maneira coerente com a idéia de que a Logica constitui uma
disciplina de carater absolutamente geral, situada na base de todos os raciocinios vaidos e de
todo discurso significativo. Enquanto a primeira exigéncia tornava imprescindivel um tratamento
das contradicoes de natureza | 6gi co-matematica responsaveis pelo fracasso do projeto fregeano, a
segunda exigéncia levou-os a estender esse tratamento a contradicdes de outra natureza,
associadas as noc¢des semanticas de verdade e denotacéo, e a Teoria (ramificada) dos Tipos foi a
resposta encontrada por eles para fazer frente ao desafio conjunto oferecido por essas duas
espécies de contradicdes. Mas essa resposta trouxe consigo uma grave inconveniéncia, pois, ao
bloquear efetivamente certas inferéncias que permitiam a derivagcdo de antinomias, a Teoria dos
Tipos tornava igual mente ilegitimos uma série de raciocinios que sdo indispensaveis para se obter
diversos resultados fundamentais nos campos da inducdo aritmética, da andlise, e da teoria dos
transfinitos. Diante dessa situagdo, a introducdo do Axioma da Redutibilidade cumpriu a funcéo
de restabelecer 0 poder dedutivo da teoria para fins mateméticos, ab mesmo tempo em que se

preservava o bloqueio das contradicdes conseguido por meio da Teoria dos Tipos.

Do ponto de vista de seu plangamento e execucdo, os Principia Mathematica s&o uma
obra extraordinariamente bem-sucedida, e seus trés volumes proporcionam uma efetiva
reconstrucdo em termos logicos de amplos dominios do conhecimento matematico. Mas essa
reconstrucéo depende essencialmente de que se inclua o Axioma da Redutibilidade entre as
proposi¢cdes logicas primitivas do sistema, e essa inclusdo pareceu, desde o inicio, muito
problemédtica aos olhos de diversos 16gicos e matematicos que se dedicavam, na época, aos

estudos fundacionais. Os proprios Russell e Whitehead admitiram que 0 axioma ndo apresentava
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a mesma auto-evidéncia das demais proposi¢Oes primitivas de seu sistema, e justificaram sua
aceitacdo por meio de consideragOes de carater simplesmente indutivo: 0 axioma permitia obter
os resultados desegjados e ndo outros, e ndo se conhecia outra maneira plausivel de obter esses
resultados sem o uso do axioma.? Eles pensaram, portanto, que havia boas razées para se supor
que o axioma € verdadeiro; e, dado que ele consiste em uma proposi¢cdo absolutamente geral, que
ndo se refere a nenhuma entidade particular especifica mas € formulado apenas em termos de
nocoes logicas (isto € quantificadores, varidveis, e operacdes verifuncionais), julgaram-se

autorizados a classificé-lo entre as verdades propriamente | 6gicas de seu sistema.

Esse tipo de justificativa ndo foi suficiente, como era de se esperar, para convencer
aqueles que ndo podiam admitir que as verdades da Matematica pudessem repousar em uma base
meramente indutiva, e multiplicaram-se, nas décadas iniciais do século, as tentativas de fornecer
uma fundamentac&o 16gica da Matematica que prescindisse da admissdo do problematico axioma.
Uma aternativa que se tornou bastante favorecida consistiu na proposta de simplificagdo da
Teoria doe Tipos dos Principia, de modo a fazé-la menos restritiva e tornar desnecesséria a
postulagcdo do Axioma da Redutibilidade. O sistema légico resultante dessa reformulacéo
incorpora a assim chamada “ Teoria Simples dos Tipos’; mas, embora essa solucéo sgja suficiente
para os propésitos de fundamentacdo da Matemética, ela envolve um abandono da concepcéo da
L 6gica como characteristica universalis, ja que retira de sua a¢cada a resolucéo das contradicoes
semanticas, cujo tratamento € transferido para disciplinas particulares como a epistemologia e a
psicologia. Para os autores dos Principia, essa manobra ndo poderia deixar de parecer como um
artificio ad hoc, desprovido de qualquer justificacdo conceitua ou filoséfica; e € notavel que,
mesmo apos as modificacdes posteriormente introduzidas na 2° edicdo (1925-27) desse livro,
com as quais pretendeu, sem sucesso, prescindir daquele axioma, Russell manteve intacta a

estrutura ramificada de tipos | 6gi cos destinada a bloquear as contradi¢cdes semanticas.

Dentre os muitos ataques desferidos na literatura contra o Axioma da Redutibilidade est&o
as alegacdes de que ele destréi o carater supostamente “construtivista® da |6gica dos Principia,
gue o sistema obtido com sua introducéo é indistinguivel do sistema baseado na teoria simples
dos tipos, e que €ele reintroduz os paradoxos que a hierarquia ramificada dos tipos l6gicos
pretendia evitar. Nenhuma dessas criticas é procedente, mas ndo é delas que pretendo tratar neste

trabalho. Vou examinar, antes, um tipo de argumento destinado a mostrar que, ainda que o

2 Principia, p. 59.



MARQUES, José Oscar de A. - Waismann, Ramsey, Wittgenstein e 0 axioma da redutibilidade 4
Publicado em Cadernos de Historia e Filosofia da Ciéncia. Campinas: CLE-Unicamp, série 3,v.2, n.1, p 5-48, jun. 1992
Versdo digital em http://www.unicamp.br/~jmarques/pesqg/wittgenstein.htm

Axioma da Redutibilidade seja verdadeiro, como supuseram os autores dos Principia, 0 mero fato
de que sua formulacdo envolve apenas nogdes l0gicas ndo é suficiente para outorgar-lhe o
estatuto de uma verdade l6gica. Na origem desse argumento estd uma concepcdo da natureza da
|6gica radicalmente distinta daquela sustentada por Russell e Whitehead, que desenvolveu-se a
partir das investigacoes iniciadas em 1913 por Ludwig Wittgenstein, e que recebeu sua expressao
definitiva no Tractatus Logico-Philosophicus, cuja redacdo Wittgenstein concluiu em 1918.
Segundo essa concepcdo, uma verdade |6gica ndo se expressa meramente por meio de uma
proposicéo completamente generalizada que sgja verdadeira, mas apenas por meio de proposi ¢oes
cuja verdade € necessdria, isto €, independente de quais sejam os fatos ou circunstancias que,
contingentemente, venham ater lugar no mundo. Em outras palavras, as proposi¢des |ogicamente
verdadeiras devem ser verdadeiras “em todos os mundos possiveis’ (para empregar a expressao
de Leibniz), e ndo apenas no mundo real, isto € no mundo que de fato existe. Para os autores dos
Principia, as verdades da L6gica consistem nas verdades mais gerais acerca do mundo tal como
ele esta efetivamente configurado, e eles ndo se detém em consideracOes acerca de outras
configuracdes possiveis mas ndo realizadas. Para Wittgenstein, ao contrario, essa generalidade de
base simplesmente fatual ndo pode ser a marca caracteristica das proposi¢cdes |ogicamente
verdadeiras, pois a verdade destas proposi¢cdes ndo diz o minimo respeito aos fatos que ocorrem
na realidade (mesmo gue se trate dos fatos dotados de “maxima generalidade” ), mas deve ser
estabelecida a partir do exame da propria proposicéo. Proposicdes que expressam verdades
|6gicas sdo consistentes com qualquer configuragdo possivel do mundo, do que se segue que elas
s80 incapazes de transmitir qualquer informagdo acerca do estado efetivo do mundo, ou da
realidade. Ou sgja, elas ndo dizem propriamente nada, pois ndo autorizam a exclusdo de nenhuma
possibilidade; e, para enfatizar exatamente essa auséncia de conteldo significativo, Wittgenstein

as denomina, caracteristicamente, “tautologias’.

Essas observacfGes permitem indicar com precisdo o tipo de critica a0 Axioma da
Redutibilidade que vamos agui examinar. Trata-se da afirmagéo de que a proposicdo enunciada
por esse axioma nao é uma tautologia e que, ainda que Russell e Whitehead estejam corretos em
supo-la verdadeira, isto ndo teria a menor consequiéncia para a legitimidade de sua admisséo, em
pé de igualdade, entre as demais proposicdes légicas primitivas dos Principia Mathematica.
Coube a Wittgenstein o mérito de ter indicado que, mesmo que uma proposi¢cao Ndo mencione
explicitamente nenhum constituinte particular do universo, sua verdade ou falsidade pode ainda
assim depender dos fatos que contingentemente tém lugar nesse universo, e que a mera

generalidade ndo se confunde com a necessidade que se exige das proposi¢es da Logica. Tal é,
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exatamente a situagdo do Axioma da Redutibilidade: sua verdade, ainda que a admitamos, n&o
sera uma verdade necesséria, mas apenas fatual. E os argumentos apresentados contra o caréter
supostamente 16gico desse axioma procuram, todos eles, demonstrar que, independentemente de
ser ele verdadeiro no mundo real, € possivel conceber um mundo logicamente consistente em que

ele seria falso.

Tendo em vista esse objetivo geral, proponho-me, neste trabalho, a discutir trés
argumentos cléssicos encontrados na literatura que pretendem estabelecer o carater contingente,
isto €, ndo-l6gico, da proposicdo enunciada pelo Axioma da Redutibilidade, mediante a descri¢do
de um mundo possivel que falsificaria essa proposi¢éo. Os argumentos serdo aqui examinados na
ordem inversa a ordem cronologica em que foram formulados por seus autores, e isto por duas
razdes. Em primeiro lugar, porque desse modo a exposicdo ficard facilitada, jA4 que as
peculiaridades desses argumentos fazem com que a discussdo das versdes mais recentes sgja Util
para lancar luz sobre certos pontoe mais obscuros das versdes anteriores. E, em segundo lugar,
porque assim se preparard melhor o caminho para uma inesperada conclusdo acerca da eficacia

relativa desses trés argumentos.

As trés primeiras secOes deste trabalho estardo entdo dedicadas, respectivamente, aoa
argumentos oferecidos por Friedrich Waismann (1928), Frank P. Ramsey (1925), e pelo proprio
Wittgenstein  (1913). Examinarei, por fim, na Udltima se¢do, algumas consequéncias da
reafirmacao por Wittgenstein, no Tractatus, da tese de que o Axioma da Redutibilidade pode ser
falso, a luz de algumas doutrinas l6gicas e ontoldgicas expostas nessa obra. Devo assumir, em
tudo o que se segue, alguma familiaridade com os elementos bésicos da Logica dos Principia

Mathematica.

1 O ARGUMENTO DE WAISMANN

Waismann exp0s seu argumento contra o carater 16gico do Axioma da Redutibilidade em
um pequeno artigo intitulado “Die Natur des Reduzibilitatsaxioms’®, publicado em 1928. Seu
procedimento consiste, como ja indicamos, em especificar um mundo (ou classe de mundos) em
gue se pode demonstrar que o Axioma da Redutibilidade ndo vigora. Disso se conclui que,
independentemente da possibilidade de ser o axioma verdadeiro no mundo real, ha pelo menos

um mundo possivel em que ele é falso, 0 que basta para estabelecer seu carater contingente. E

% Monatshefte fiir Mathematik und Physik, v. 35, p. 143-6, 1928. Seguimos a traduco para o inglés de Hans Kaal,
publicadaem WAISMANN, F. Philosophical Papers. Dordrecht: Reidel, 1977, p. 1-3.
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obvio que a eficacia do argumento depende de que o mundo assim especificado seja efetivamente
um mundo consistente, 0 que exige que 0S requisitos que governam sua construcdo sejam.

mutuamente compativeis.

Waismann comega propondo que imaginemos um mundo com as seguintes

caracteristicas:

Q) Hanele um nimero infinito de individuos.
2 Cadaindividuo tem um nimero infinito de propriedades predicativas.*
©)] N&o ha dois individuos que tenham todas as suas propriedades predicativas em comum.

4) Sempre que urna propriedade predicativa pertence a um individuo ela também pertence a
algum outro individuo. Em outras palavras, ndo ha uma propriedade predicativa que
pertenca exclusivamente a um anico individuo.

A seguir, Waismann seleciona para consideracdo a seguinte funcdo néo predicativa:

(o) (o'x=o'a)

Em palavras, isto significa: “para toda funcdo predicativa ¢!z, x satisfaz ¢!z se e somente
se a satisfaz ¢!z” . Ou sgja, trata-se de uma fungdo de x que € satisfeita por todos os individuos
gue compartilham todas as suas propriedades predicativas com o individuo a. Ela ndo é uma
funcdo predicativa de x ja gque envolve a totalidade das funcdes predicativas de x e ndo pode, sob
pena de instauracdo de um circulo vicioso, ser ela mesma uma das fungdes pertencentes a
totalidade pressuposta em sua definicdo.” No entanto, pelo Axioma da Redutibilidade, deve
existir uma fung@o predicativa y!z que lhe é extensionamente equivalente; isto é 0 axioma

implica:
Av) (v!x = (9)(o'x =0'a))

Contudo, afirma Waismann, as condi¢des especificadas para 0 mundo em consideracéo
impedem a existéncia, nesse mundo, de uma funcéo predicativa com essa caracteristica. Pois, pelo
requisito (3), nenhum individuo tem todas as propriedades predicativas do individuo a; assim, a
funcéo ndo-predicativa selecionada é satisfeita apenas pelo préprio a. Por outro lado, o requisito
(4) veda a existéncia de uma funcdo predicativa satisfeita exclusivamente por a. Em

4 Lembrar que uma propriedade predicativa de um individuo é uma func&o proposicional predicativa satisfeita por
esse individuo, cf. Principia, p. 56 e 166.

® Principia, p. 49. O chamado “principio de circulo vicioso” estd exposto nas péginas iniciais do capitulo 2 da
Introducdo a 1. ed. dos Principia.
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consequéncia, ndo pode existir, no mundo considerado, uma funcdo predicativa que sga

coextensional afuncao (¢) (¢!'x = ¢'a), e 0 Axioma da Redutibilidade falha.

A conclusdo, portanto, parece imediata e inquestionavel. Se houver efetivamente a
possibilidade de um mundo que obedeca as condigdes estipuladas, 0 Axioma da Redutibilidade
ser& falso nesse mundo. Mas € preciso, porém, examinar se as quatro condic¢des indicadas sdo de
fato compativeis entre si, ou sgja, se 0 mundo por elas descrito ndo seria porventura
autocontraditério. O procedimento adotado por Waismann consiste em projetar os elementos de
sua construcado em um dominio bem conhecido de individuos, no qual se poderia estabelecer que
os andlogos daguelas condi¢gbes ndo conduzem a nenhuma contradicdo, e que as condigdes
introduzidas sdo, portanto, consistentes. O dominio escolhido é o dominio Q dos nimeros

racionais, e a projecdo se realiza da seguinte maneira:

() A cadaindividuo do mundo faz-se corresponder um nimero racional q pertencente a Q.

(i)  As propriedades predicativas de individuos faz-se corresponder classes de nimeros
racionais de acordo com a seguinte prescricao: ao numero racional ¢ corresponderdo todos
os intervalos abertos que contém g e sdo limitados por nimeros racionais, a medida que
esses interval os caem sob 0 dominio Q, isto &, as interseccdes desses intervalos com Q.

Este item (ii) merece certamente algumas observagdes. Note-se iniciamente que Waismann
estipula, parafins de projecdo, que se deve considerar apenas a interseccdo dos interval os abertos
com o dominio Q, de tal modo que as propriedades predicativas sejam mapeadas em classes que
contém apenas numeros racionais, excluindo-se os irracionais contidos em cada intervalo. Além
disso, 0s unicos intervalos abertos admitidos sdo aqueles limitados por nUmeros racionais,
excluindo-se os que sdo definidos por meio de “ cortes de Dedekind” . A razéo dessas restricoes,
como Waismann nos informa ao final de seu artigo, € evitar as dificuldades ligadas as nogoes do
continuo real e de uma subclasse arbitraria de racionais, dificuldades essas que, em sua opiniao,

resultam em parte do préprio cardter do Axioma da Redutibilidade.

Em segundo lugar, cabe observar que a regra de projecdo ndo esta formulada com a
clareza que seria desgjavel. Uma questdo que permanece em aberto € se a relacdo entre um
individuo e uma propriedade predicativa que ele exemplifica deve ou ndo ser preservada no
dominio de projecao; isto €, se as propriedades predicativas de um dado individuo devem ou ndo
ser mapeadas exclusivamente nas classes de racionais as quais pertence o nimero raciona
correspondente a esse individuo. Voltaremos mais tarde a este problema, examinando as

consequiéncias que se seguem de uma decisao a esse respeito.
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Tendo definido o dominio e (admitamos) as regras de projegdo, o proximo passo de
Waismann € indicar que os andlogos dos quatro requisitos originalmente formulados estéo

simultaneamente satisfeitos no dominio em questao:

(') HAainfinitos nUmeros racionais.
(2) Cadanumero racional esta contido em infinitosintervalos.

(3) N&o hadois nUmeros racionais tais que um deles esteja contido em todos os intervalos em
que o outro esta contido.

(4') Cadaintervalo aberto contém mais de um nimero racional.

Com isto, Waismann considera estabelecido que as condicdes por ele especificadas séo
mutuamente compativeis e determinam, portanto, a efetiva possibilidade de um mundo no qual
estejam todas satisfeitas. Dado que, como ja se viu, elas sdo tais que bloqueiam a possibilidade de
gue o Axioma da Redutibilidade venha a ser verdadeiro nesse mundo, parece estabelecido que ha
um mundo possivel no qual a proposicéo enunciada pelo Axioma da Redutibilidade é falsa, o0 que

basta para desqualifica-lo como uma proposicdo propriamente |6gica.

Tendo apresentado o argumento de Waismann contra o alegado estatuto |6gico do
Axioma da Redutibilidade, passemos agora a uma avaliacao critica desse argumento. Observe-se,
em primeiro lugar, que a condicéo (2), tal como esta formulada, é vacua, ja que estard sempre
satisfeita sgjam quais forem as demais especificacfes adotadas na construcéo do contra-exemplo.
Pois, dado que o numero de funclBes predicativas (isto € de expressdes finitas sem
quantificadores e contendo uma varidvel x) é necessariamente infinito, havera infinitas funcdes
predicativas da forma (¢!x v ~¢!x) que sdo analiticamente satisfeitas por qualquer individuo e
constituem, assim, suas propriedades predicativas. E ocioso, entdo, exigir que cada individuo

apresente infinitas propriedades predicativas, pois isso ocorre em qualquer circunstancia.

O que provavelmente Waismann teve em mente é o requisito de que cada individuo
apresente um numero infinito de propriedades predicativas de diferentes extensdes. E isto, de
fato, € uma exigéncia implicita de seu exemplo, ja que € apenas sob essa suposicao que as
condicgdes (3) e (4) podem ser simultaneamente satisfeitas. Para verificar isto, basta notar que, de
acordo com (4), para qualquer selecdo finita de propriedades predicativas de um individuo, ha ao
menos um outro individuo que apresenta essas mesmas propriedades (pois, caso contrario, a
conjuncdo de todas essas propriedades nos forneceria uma propriedade predicativa possuida por
um dnico individuo). No entanto, segundo (3), esses dois individuos ndo podem ter todas as suas

propriedades predicativas em comum, o que exige que hagja, fora da selecdo original, uma outra
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funcdo predicativa capaz de distingui-los, que ndo pode, portanto, ter a mesma extenséo que
qualquer uma das funcdes anteriormente sel ecionadas. Podemos, agora, acrescentar essa fungdo —
OU sua negacao — ao conjunto original e repetir o raciocinio acima; o que mostra que, para que (3)
e (4) possam ser ambas satisfeitas, é preciso que se tenha a disposicdo um ndmero infinito de

funcdes predicativas de diferentes extensoes.

Uma consequiéncia direta disto € que também € preciso contar com um ndmero infinito de
individuos. Pois € sb sob essa suposi¢do que se podera dispor de um ndmero infinito de classes de
individuos que congtituirdo as possiveis extensdes das propriedades predicativas acima

consideradas.

Vemos, entdo, que os requisitos (1) e (2) — este Ultimo na versdo modificada proposta
acima — constituem simples pressupostos dos requisitos (3) e (4), pois estes ndo poderdo jamais
estar satisfeitos em um mundo que ndo disponha de infinitos individuos e de infinitas fungdes
predicativas de diferentes extensdes. Admitindo-se, entdo, que isto € uma condicdo necessaria
para a possibilidade de atendimento simulténeo das exigéncias introduzidas por (3) e (4), a
guestdo crucial que temos de considerar agora € se temos, ai, também uma condicdo suficiente
para essa possibilidade. Ou sgja, bastaria a presenca de infinitos individuos e de infinitas funcdes
nao-coextensivas para assegurar a efetiva possibilidade de um mundo tal como especificado por
Waismann? Antes de examinar a prova indireta de consisténcia que ele oferece, talvez sga Util
fazer uma representacdo esguemadtica e meramente ilustrativa do que estd em jogo nessa
Suposi ¢ao.

Considere-se a tabela a seguir, supondo-a estendida indefinidamente para baixo e para a
direita. As linhas correspondem aos individuos e as colunas correspondem a funcdes predicativas
de individuos.® A presenca de um sinal “+" nainterseccdo de uma linha e de uma coluna indica
que o individuo associado aguela linha concorda com o individuo a quanto a satisfagcdo ou néo-

satisfagdo da funcéo predicativa associada aguela coluna.

® Esta tabela, assm como as outras que serdo apresentadas nas proximas segdes, tem simplesmente um papel
ilustrativo para a compreensdo do argumento. Haveria certamente dificuldades em supor uma tabela dessa espécie se
houvesse uma quantidade ndo-enumeravel de individuos ou de funcdes predicativas no modelo.
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Fi F2 F3 F¢ Fs5..

a + ..+_ +. } .}_
b

d

e

A primeiralinha estara, portanto, totalmente preenchida com o sinal “+” , dado que obviamente o
individuo a concorda consigo mesmo quanto a satisfacdo ou ndo-satisfacdo das funcdes
predicativas F|, F,, etc. O problema que se coloca € o da possibilidade, em principio, de
preencher atabela com sinais “+” e “-” (este Ultimo para indicar que um individuo ndo concorda
com o individuo a em relacéo a uma certa funcdo predicativa), de tal modo que ndo haja nenhuma
outra linha contendo apenas o sinal “+” e que, para qualquer selecdo finita de colunas, exista ao
menos uma outra linha além da primeira que contém um sinal “+” em todas essas colunas. Note-
Se que 0s requisitos aqui introduzidos sGo0 menos restritivos que o0s apresentados por Waismann,
pois estamos exigindo apenas de um determinado individuo aquilo que ele exige de todos. Mas
esses requisitos mais flexiveis ja bastariam, se fossem atendidos, para estabelecer a falsidade do
Axioma da Redutibilidade, pois estaria excluida, nessa situagdo, a existéncia de uma funcéo

predicativa y!z tal que y!x = (¢)(p!x = o'a)

H&, porém, uma enganosa simplicidade no problematal como o formulamos, e um pouco
de reflexdo basta para mostrar que néo temos, ai, um simples exercicio de analise combinatoria.
Pois as funcBes predicativas mantém entre si certas relacbes |ogicas que impossibilitam o
preenchimento arbitrério das posi¢des de uma linha sem que se leve em consideragdo como
outras posicoes estdo ou serdo preenchidas. Assim, se a fungéo F, , por exemplo, consiste na
conjuncdo das funcbes F, e F3, todas as linhas preenchidas com um “+” na posi¢éo
correspondente a F; devem obrigatoriamente levar também um “+” nas posi¢cbes que
correspondem a F, e F3, e assim sucessivamente, para todos 0s casos de composicoes
verifuncionais de fungdes. Isto significa que ndo se pode esperar fornecer uma prova direta da
consisténcia dos requisitos especificados — nem mesmo na versdo mais flexivel em que os
formulamos acima - através de uma regra mecanica que permitisse o preenchimento de todas as

posi ¢Oes da tabela de modo a obter uma configurac&o do tipo desejado.
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A prova de que o mundo imaginado por Waismann como um contra-exemplo ao Axioma
da Redutibilidade € efetivamente um mundo possivel do ponto de vista |6gico so pode, portanto,
ser tentada por via indireta; e esse, de fato, € o caminho seguido por Waismann. Resta, entdo,
examinar se a prova por ele oferecida (cuja sugestéo ele credita a Carnap) cumpre o que dela se
esperaria. Para encaminhar essa discussdo, € preciso retomar a questdo que deixamos
anteriormente em suspenso, e que diz respeito ao funcionamento da regra de projecéo das
propriedades predicativas de individuos no dominio dos intervalos abertos de nimeros racionais
(entendendo-se esse dominio, como ja se indicou, como constituido pelas classes dos nimeros
racionais pertencentes a interval os abertos limitados por nimeros racionais). O ponto em questao,
como se lembrard, € se as relagdes de satisfacdo e ndo-satisfacdo que vigoram entre um
determinado individuo e as fungbes predicativas que, respectivamente, sdo e ndo sdo suas
propriedades predicativas devem ser obrigatoriamente espelhadas no dominio de projecéo, de tal
modo que o nimero correspondente aquele individuo respectivamente pertenca e ndo pertenca

aos interval os abertos que correspondem aguel as fungdes predicativas.

Suponhamos, inicialmente, que se aceite (como € plausivel) essa exigéncia. Nesse caso,
serd facil constatar que o modelo matematico de Waismann ndo permite um mapeamento
coerente do dominio das propriedades predicativas de individuos. Tome-se, por exemplo, duas
funcdes predicativas F!x e G!x que ndo tenham parte de suas extensdes em comum, ou sgja, que
sgjam tais que nenhum individuo exemplifique ambas como suas propriedades predicativas. Elas
deverdo, conseguentemente, ser projetadas em intervalos abertos diguntos, isto €, que ndo tém
um segmento em comum. Considere-se agora afungdo F!x v G!x, que constitui uma propriedade
predicativa de qualquer individuo que satisfaca uma das duas fungdes anteriores. E 6bvio que a
coeréncia do modelo exigiria que ela fosse mapeada sobre a unido dos interval os correspondentes
a F!x e G!x, mas esta unido (embora constitua topologicamente um conjunto aberto) ndo forma

um intervalo aberto, como exige o modelo de Waismann.

Uma dificuldade semelhante surge no caso do mapeamento das negagGes de funcbes
predicativas. A funcéo ~F!x constitui uma propriedade predicativa de todos os individuos que ndo
satisfazem FIx; assim, se F!x for projetada em um certo intervalo aberto, ~F!x deveria
obrigatoriamente ser projetada no seu complemento, o qual tampouco é um intervalo aberto.
Note-se, por fim, que uma funcéo como F!x v ~F!x, gue € uma propriedade predicativa comum a
todos os individuos, deveria corresponder a totalidade do dominio Q, o qual ndo forma. porém,

um interval o aberto limitado por nUmeros racionais.
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Esta claro, portanto, que a regra de projecdo de propriedades predicativas, na
interpretacdo considerada, inviabiliza 0 modelo matematico proposto por Waismann, ja que
haveria um numero infinito de propriedades predicativas incapazes de representacdo coerente
nesse modelo. As dificuldades assinaladas, entretanto, sdo demasiado Obvias para que se suponha
gue possam ter passado despercebidas a Waismann durante a elaboracéo de seu argumento, e iSso
nos leva a considerar a possibilidade de que o tipo de projecéo que ele tinha em mente néo visava
estabel ecer, no dominio Q, uma estrutura que fosse isomérfica a estrutura de um mundo possivel
determinado pelas condicbes (1)—4), e que tudo o que se pretende é que cada propriedade
predicativa de individuos seja mapeada em algum intervalo aberto de nimeros racionais, de tal
modo que, tendo projetado F!x em um certo intervalo aberto, estaremos livres para projetar ~F!x
em qualquer outro intervalo, independentemente de consideracdes sobre se esses intervalos
preservam entre ai as relagBes logicas (ou seus andlogos) vigentes entre as propriedades
projetadas.

Se entendermos a regra de projecdo desse modo, as dificuldades mencionadas
desaparecerdo, mas abre-se, em contrapartida, um espaco para a objecdo de que o argumento de
Waismann néo permite, afinal, estabelecer aguilo a que se propds. Pois tudo o que se demonstra
agora é que as condi¢des (1)—4) — convenientemente formalizadas — podem ser tomadas como
axiomas nao-l6gicos de uma teoria formal ndo-interpretada, e o fato de que essa teoria tem um
modelo, ou interpretacdo que verifica os axiomas, determina, é certo, que esses axiomas S30
consistentes, mas num sentido paramente l6gico, que se atém apenas as determinagdes
formamente introduzidas nesses axiomas. Em outras palavras, 0 modelo de Waismann-Carnap
prova a consisténcia das condi¢des (1)—«4) desde que os termos “individuo” e “propriedade
predicativa’ que nelas ocorrem sgjam tomados como meros simbolos desprovidos de qual quer
interpretacdo antecedente, e, em consequéncia, desprovidos dos significados que lhes séo
atribuidos no sistema dos Principia Mathematica. Para ver a falacia da argumentacdo de
Waismann, basta notar que 0 modelo matematico proposto seria igualmente suficiente para
provar a“possibilidade” de um mundo em que houvesse infinitos filhos, cada filho tendo infinitos
pais, etc. — desde, € claro, que nos abstivéssemos de dar as palavras “pai” e “filho” seus
significados habituais. Parece-me que as razdes que naturalmente nos levam a recusar uma tal
“prova de possibilidade” neste Ultimo caso séo exatamente as mesmas que devem ser levantadas
contra a prova de Waismann de que as quatro condi¢cOes especificadas poderiam ser

conjuntamente satisfeitas no sistema dos Principia Mathematica.
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Assim, um exame atento do argumento de Waismann em favor do carater contingente do
Axioma da Redutibilidade revela que esse argumento ndo é conclusivo. Ele é capaz,
efetivamente, de estabelecer que, se os requisitos introduzidos puderem determinar um mundo
possivel, o Axioma da Redutibilidade sera falso nesse mundo. Mas permanece a davida sobre a
consisténcia desses requisitos e, consequientemente, sobre a possibilidade de haver um mundo em
gue o Axioma da Redutibilidade sgja fal so.

O leitor deverd atentar para o fato de que minhas observagdes restringiram-se a avaliacdo
do argumento tal como foi apresentado por Waismann, e ndo pretenderam decidir se 0s seus
requisitos (1)—(4) sdo ou ndo sdo, de fato, compativels entre si. Em particular, ndo estou
excluindo a possibilidade de se chegar afornecer uma prova da consi sténcia desses requisitos por
meio de um modelo matemético mais complexo, capaz de dar conta das relagdes conceituais que
vigoram entre as no¢oes de individuo e de propriedade predicativa. Entre os aspectos essenciais
dessas nocgdes que deveriam plausivelmente ser capturados pelo modelo estdo, por exemplo, o
fato de que se duas fungbes sdo propriedades predicativas de um certo individuo, entdo, a
disiuncdo e a conjuncdo dessas fungdes também serdo suas propriedades, e a negacéo de qualquer
uma delas ndo o sera. No entanto, se pretendermos introduzir explicitamente todas essas
condicBes no modelo estaremos &s voltas com um inevitavel elemento de arbitrariedade.” Pois
essas condigbes ndo sdo sendo a transcricdo da estrutura axiomatica que estamos dispostos a
admitir como critério para decidir sobre a consisténcia de uma dada teoria, e estamos livres para
incorporar tantos axiomas quantos julgarmos necessarios para definir os aspectos que
consideramos como essenciais na no¢do de propriedade predicativa. Nesse caso, é claro que
semelhantes provas do estatuto contingente do Axioma de Redutibilidade somente poderdo ser
entendidas como provas de que a proposicdo enunciada por esse axioma € independente dos
demais axiomas do célculo que estamos dispostos a aceitar, e poderiam ser recusadas por alguém
que afirmasse que a nocdo de propriedade predicativa esta intrinsecamente determinada, em

parte, pelas caracteristicas que lhe sdo conferidas pelo proprio Axioma da Redutibilidade.

" Como me fez notar o Prof. José Alexandre Guerzoni — a quem devo, além disso, importantes observacdes sobre
uma versao preliminar desta se¢&o.
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2 O ARGUMENTO DE RAMSEY

O argumento de Ramsey para estabelecer o carder ndo-l6gico do Axioma da
Redutibilidade figura em seu importante trabalho, “ The Foundations of Mathematics’®, publicado
em 1925, no qual foram langadas as bases para a ssimplificacéo da Teoria dos Tipos a qual ja nos
referimos anteriormente. O procedimento de Ramsey, em seu argumento, € andlogo ao de
Waismann, e consiste na especificacdo de um mundo possivel no qual a proposicao enunciada

pelo Axioma da Redutibilidade se revelariafalsa. O argumento € exposto em poucas linhas:

O Axioma da Redutibilidade ndo é uma tautologia, mas pode ser falso. Pois é
claramente possivel que houvesse uma infinidade de funcbes atbmicas e um
individuo a tal que, para qualquer funcdo atdbmica selecionada, exista um
individuo que concorda com a quanto a todas as outras fun¢des mas ndo quanto
a funcéo selecionada. Nesse caso, (¢)(¢!x = ¢!a) ndo poderia ser equivalente a
qual quer funco elementar de x.°

Do mesmo modo como procedemos no caso do contra-exemplo de Waismann, vamos
examinar se e como as condicdes que Ramsey estabel ece sdo capazes de determinar um mundo
gue ndo obedece ao Axioma da Redutibilidade; e, a seguir, verificar se essas condi¢des séo
consistentes. Antes de enunciar seu argumento, Ramsey afirmou que vérias configuracdes
poderiam ser pesquisadas, e que ele irialimitar-se a consideracéo da mais interessante dentre elas,

a saber, aguela em gue o nimero de individuos e o nimero de funcbes atbmicas sdo ambos

8 Proceedings of the London Mathematical Society, v. 25, p. 338-84, 1925; reimpresso em diversas coletaneas de
trabalhos de Ramsey. O argumento encontra-se a p. 57 de RAMSEY, F. P. The Foundations of Mathematics and
other Logical Essays. Londres: Routledge & Kegan Paul, 1931 e ap. 208 de RAMSEY, F. P. Foundations: Essaysin
Philosophy, Logic, Mathematics and Economics. Londres: Routledge & Kegan Paul, 1978.

° A conclusdo de Ramsey é que nenhuma funcéo elementar de x pode ser equivalente a funcéo (¢)(e!x = ¢'a), eisto
levou Hochberg (Russell, Ramsey and Wittgenstein on Ramification and Quantification. Erkenntnis, v. 27, p. 263-4,
1987) a criticar seu argumento sob a alegacdo de que o Axioma da Redutibilidade diz respeito ndo a fungbes
elementares mas a fungdes de 12 ordem, e que as condic¢Bes que Ramsey especifica ndo sdo suficientes para excluir a
possibilidade de que haja uma fungéo de 12 ordem da forma (y) xRy equivalente a fun¢do acima considerada. Contra
Hochberg, deve-se assindar que o Axioma da Redutibilidade diz respeito, mais exatamente, a fungdes predicativas;
e, embora na Introducdo dos Principia as fun¢des predicativas de individuos tenham sido identificadas a fungdes de
12 ordem (p. 51-3), Russell e Whitehead afirmam claramente, na sec@o *12, que funcdes predicativas sdo funcdes
elementares (p. 162), ou, 0 que da no mesmo, sdo matrizes (p. 164 e 167); assim, uma funcdo como (y) xRy ndo conta
como uma fungdo predicativa. Como eles deixam claro no Prefécio (p. vii), as caracterizacBes oferecidas na
Introducdo constituem apenas esclarecimentos preliminares que ndo fazem parte da cadeia de deducdes; e, referindo-
se as diferentes exposicdes da hierarquia funcional apresentadas na Introducéo e no corpo do texto (o que inclui as
diferentes caracterizactes de predicatividade), enfatizam que é a exposicdo oferecida em *12 que deve ser assumida
no desenrolar da discussdo. Portanto, o argumento de Ramsey esta perfeitamente de acordo com a teoria dos
Principia, e a objecdo de Hochberg ndo é pertinente, pois uma fungdo elementar de individuos € exatamente 0 mesmo
gue uma funcdo predicativa de individuos. O emprego da primeira denominagdo por parte de Ramsey deve-se
simplesmente ao fato de que, em seu artigo, ele atribuiu ao termo “funcgéo predicativa’ um sentido diverso daquele
que lhe é atribuido nos Principia Mathematica (Cf. The Foundations of Mathematics and other Logical Essays, p. 26
e 38; e Foundations, p. 177 e 189).
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infinitos. Creio que seria igualmente interessante examinar se, na auséncia dessas condicoes,
permanece a possibilidade de montar um contra-exemplo efetivo ao Axioma da Redutibilidade, e
voltarei brevemente a esse ponto logo mais. No momento, basta notar que elas sdo exigidas no
modelo proposto. Passemos, entdo, a consideracdo dos requisitos que Ramsey estipula
Separadamente, eles sdo:

Q) Ha um numero infinito de individuos.
(2 Haum nimero infinito de funcdes atdmicas de individuos.

(©)) Ha um individuo a tal que, para qualquer funcéo atbmica que se escolha, existe um outro
individuo que concorda com a quanto a todas as outras fungdes, mas ndo quanto a funcdo
escolhida.

O requisito (1) coincide com o primeiro requisito do exemplo de Waismann, e € fécil ver,
mais uma vez, que ele é necessario para que 0s demais requisitos possam ser simultaneamente
satisfeitos. Quanto a estes Ultimos, porém, eles apresentam uma significativa diferenca frente aos
requisitos formulados por Waismann, pelo emprego da nogdo de funcéo atbmica, em lugar da

nocao de funcdo predicativa. Isto necessita, portanto, de alguns comentarios. ,

Em analogia com as fungdes elementares dos Principia (p. 92 e 127), uma funcdo atbmica
poderia ser caracterizada como uma fungdo cujos valores sdo proposicdes atomicas. Mais
precisamente, uma funcdo atémica de um individuo é uma expressdo que contém uma variavel
individual x e que se torna uma proposicdo atdmica quando um certo valor (um individuo
determinado) é atribuido a x. O fato de que Ramsey tenha formulado suas condi¢bes em termos
de funcdes atdmicas tem a virtude de simplificar, como veremos, a discussdo da consisténcia de
seu modelo, mas é preciso reconhecer que isto significa dar um passo além do aparato conceitual
explicitamente utilizado na construcéo do sistema |6gico dos Principia Mathematica, 12 ediggo. E
verdade gque a nocdo de proposicdo atdbmica foi subseglientemente adotada na reformulacdo do
sistema esbocada na Introducdo a 2° edicdo, mas, dado que essa reformulagdo teve como
caracteristica mais importante justamente o abandono do Axioma da Redutibilidade, € preciso
uma certa cautela antes de lancar méo, numa discusséo critica desse axioma, de uma nogdo que
ndo figurava no contexto em que ele foi enunciado. Pois 0 que se pretende mostrar € que o
Axioma da Redutibilidade ndo é uma tautologia no sistema original dos Principia, e, paraisso, é
preciso estar atento para que a adocdo de proposicdes e fungbes atdmicas ndo traga consigo

elementos capazes de alterar substancialmente esse sistema.
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Feitas essas observacdes, parece plausivel supor, no entanto, que a existéncia de
proposi¢les atdbmicas — isto &, proposicdes que Ndo contém outras proposi cdes como suas partes,
segundo a caracterizacdo oferecida na Introducdo a 2° edicdo dos Principia (p. xv) — esta
tacitamente pressuposta no sistema original dos Principia, e s ndo foi explicitamente tematizada
porque seu tratamento exigiria uma discussdo sobre os congtituintes Ultimos da realidade ou da
experiéncia, assuntos sobre os quais Russell ndo tinha (como, de resto, nunca chegou a ter) uma
opinido formada. Mas, principalmente, porque tais discussdes ndo eram relevantes para os
objetivos declarados dos Principia, que consistiam na busca de uma fundamentagdo |égica da
Matemética; e seus autores estavam particularmente desegjosos de evitar que suas conclusdes,
importantes como |hes pareciam, viessem a diluir-se em controvérsias desnecessarias acerca de

tépicos de filosofia geral ™.

Para fins matematicos, portanto, a Logica pode comecar diretamente pelas proposicoes
elementares, caracterizadas como aquelas proposi¢des que ndo envolvem variaveis aparentes, isto
€, quantificadores (Cf. Principia, p. 91, 127 e 161). Proposi¢cdes el ementares podem constituir-se
como agregados de proposicdes elementares mais simples, obtidos por meio dos operadores
verifuncionais de conjungdo, disuncdo, negacao, etc. (p. 91) e, possivelmente, de operadores
ndo-extensionais (p. 8). Mas, dado que uma proposicdo ndo pode ter uma complexidade infinita
(p. 50), é inevitavel a conclusdo de que, em algum ponto da andlise, chegar-se-a a proposi¢oes
elementares que ndo tém partes que sgjam proposicdes, ou sgja, as proposicoes atdmicas. VE-se,
portanto, que estas proposi¢oes estdo implicitas ja na 12 edi¢do dos Principia, embora ndo sejam

mencionadas separadamente das demai s proposi ¢oes elementares.

Aceitemos, entdo, que a nocdo de proposicéo atbmica e a nocdo correlata de funcéo
atdbmica de individuos ndo sdo, em principio, estranhas ao sistema logico origina de Russell e
Whitehead, e que Ramsey pode legitimamente empregé-las nas especificacdes de seu modelo.
Veamos agora as consequéncias dessas especificagbes com relagdo a tese enunciada pelo
Axioma da Redutibilidade.

A funcdo ndo-predicativa que Ramsey escolhe para testar a validade do Axioma é a
mesma escol hida por Waismann, isto &, (¢)(e!x = ¢!a). Essa fungdo, como vimos, é satisfeita por
todos os individuos que compartilham suas propriedades predicativas com o individuo a, ou sgja,

que concordam com esse individuo em relagdo a todas as funges predicativas. Segundo o

19 principia, p. vii e os comentarios em RUSSELL, B. My Philosophical Development, Cap. 7.
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Axioma da Redutibilidade, deve existir uma funcéo predicativa satisfeita exatamente pelos
mesmos individuos que satisfazem a funcéo ndo-predicativa (¢)(¢!x = ¢'a). Para mostrar a falha
do Axioma da Redutibilidade bastara mostrar, entdo, que as condi¢bes que Ramsey estipula

bloqueiam efetivamente a existéncia de umatal funcéo.

Ramsey parece supor que uma condi¢do necessaria e suficiente para que um individuo
concorde com a em todas as funcdes predicativas € que ele concorde com a em todas as fungdes
atbmicas. Vamos discutir a frente o que esta por tras desta idéia. Para prosseguir, vamos admitir
gue o problema se coloca sob a forma de encontrar uma funcdo predicativa y!x que sga

equivalente afuncédo

(9) (PaX = 9ad),

na qual ¢4 € uma variavel para fungdes atbmicas. Esta € uma funcéo ndo-predicativa de x, que
cai, portanto, sob o ambito da tese do Axioma da Redutibilidade. Examinemos, entdo, em que

medida as condi¢des de Ramsey impedem a resolucdo do problema sob esta Ultima forma.

Se 0 numero de fungdes atbmicas do modelo fosse finito, y!x poderia ser facilmente
determinada fazendo-se a conjuncdo de todas as fun¢des atdmicas satisfeitas pelo individuo a, e
das negacdes de todas as que a ndo satisfaz'* (Cf. Principia, p. 56n e 59n). Mas o requisito (2)
inviabiliza esse procedimento, embora ele ndo baste, por si O, para estabelecer a impossibilidade
de gue se venha a obter, de maneira fortuita, um resultado equivalente por meio de uma
composicdo de um numero finito dessas fungbes atbmicas. Isto, porém, esta efetivamente
excluido dada a condi¢do introduzida pelo requisito (3). De fato, sgja qua for a fungdo
predicativa y!x construida a partir da agregacdo verifuncional de func¢bes atbmicas, o fato de que
esse agregado envolve apenas um numero finito de fungdes faz com que haja, necessariamente,
infinitas fun¢des atdbmicas que ndo tomam parte na construgcdo de y!x. E, para cada uma dessas
funcbes, havera, por hipotese, individuos que discordam do individuo a quanto a essa funcéo,
embora concordem com ele em relagdo a todas as demais funcgdes atbmicas, e, por conseguinte,
em relacdo a todas aquelas fungdes empregadas na construcdo de y!x. Segue-se, entdo, que y!x
ndo podera ser equivalente a funcéo ndo-predicativa (¢) (pa = @4a), pOiS, sgja ela qual for, ela

admitird em sua extensdo individuos (e, na verdade, uma infinidade deles) que ndo concordam

11 vemos, portanto, que a existéncia no modelo de um nimero infinito de fungBes atémicas ndo-coextensivas e,
consequientemente, de um ndmero infinito de individuos ndo caracteriza meramente o caso “mais interessante”’, mas
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com o individuo a em relacdo a todas as fungdes atdbmicas. Conseqlientemente, ndo ha uma

funcdo predicativa equivalente a essa funcédo, e o Axioma da Redutibilidade falha nesse modelo.

Antes de passarmos ao exame da correcdo desse argumento, vamos considerar a questdo
da consisténcia das condigbes impostas a0 modelo. Ramsey ndo apresenta nenhum argumento
nesse sentido, mas apenas afirma que “ € claramente possivel” que elas sgjam satisfeitas. E € claro
gue o que ele tem em vista, aqui, € aidéia de independéncia logica entre as funcdes atbmicas de
seu modelo, o que permite uma total liberdade na designacéo das fungbes que cada individuo
satisfaz e das que ndo satisfaz. Para ver isto, retomemos a tabela apresentada na secéo anterior,
supondo agora que F;, F,, etc. ndo sdo mais funcdes predicativas quaisquer de individuos, mas

funcdes atbmicas.

Fi 2 F3 Fq4 Fs5 ...

5| = & A

af + o+

I+ 4+ + +

O teste de consisténcia do modelo reduz-se, entdo, a decidir se € possivel, em principio,
preencher atabelacom sinais “+” e “-” de tal modo que, para qualquer coluna selecionada, exista
uma linha que contém um sina “-” na posi¢do correspondente aquela coluna e um sinal “+” em

todas as outras posi ¢oes.

E fécil ver que é possivel realizar esse preenchimento mecanicamente, usando, por
exemplo, uma “regra da diagonal”, como indicado acima. Note-se que 0 que é necessario para
atender as especificagcOes de Ramsey € apenas que a tabela contenha um ndmero infinito de linhas
como as apresentadas, ndo se excluindo a presenca de outras linhas completamente arbitrarias, ou
mesmo de linhas idénticas a linha a. O modelo ndo exige, como no caso do modelo de
Waismann, que a sgja um individuo distinguivel de todos os demais. Mas ndo € nisso que reside a
diferenca mais significativa entre os dois modelos. O ponto mais importante € que, dado que as

colunas correspondem agora a fungdes atbmicas, ndo estamos mais obrigados a levar em conta as

constitui, de fato, a Unica configuragéo em que um argumento desse tipo contra 0 Axioma da Redutibilidade pode ser
plausivelmente formulado.
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complexas relagdes de interdependéncia que vigoravam no caso das fungdes predicativas e que
impunham restricoes as possiveis maneiras de distribuir os sinais “+” e “-” no interior da tabela,
pois as funcbes atémicas, por definicdo, ndo contém conetivos |6gicos e ndo apresentam, entre s,
os vinculos instaurados pela presenca desses conetivos. A conseqiiéncia disto é que todas as
distribuicbes daqueles sinais séo consistentes (excetuando-se, € claro, o caso dalinhaa, que deve
conter apenas o0 sinal “+” ) e, em particular, também sdo consistentes as distribuicdes efetuadas
segundo a “regra da diagonal” , que sdo distribuigcdes que atendem os requisitos formulados para
0 modelo de Ramsey. Isto significa que, ao contrario do contra-exemplo de Waismann, o mundo
que Ramsey apresenta é, pelo menos a primeira vista, um mundo efetivamente possivel do ponto

de vistaldégico.

A qualificacdo “aprimeiravista’ €, ndo obstante, necessaria, pois as consideragdes acima
oferecidas em favor da consisténcia do modelo de Ramsey envolvem, implicitamente, certas
suposicles adicionais, que € preciso, agora, examinar. De fato, esta-se supondo que todas as
relacdes de interdependéncia entre funcdes predicativas derivam exclusivamente dos conetivos
l6gicos que podem estar presentes nessas funcdes. E disto se conclui que, dado que funcdes
atébmicas ndo envolvem tais conetivos, o fato de que um individuo satisfagca ou ndo uma fungdo
atbmica € compativel com sua satisfacdo ou ndo-satisfacdo de qualquer outra funcdo dessa
espécie. O que esta por trés desta idéia é a tese wittgensteiniana, expressa no Tractatus Logico-
Philosophicus, de que todas as proposicoes atbmicas (que sdo as proposicdes obtidas pela
designacao de um valor determinado a variavel individual de uma fungdo atdmica de individuos)
sd0 logicamente independentes, ou sgja, que a verdade ou falsidade de cada uma delas néo traz
qualquer implicacdo quanto a verdade ou falsidade das demais. Ora, embora tenhamos admitido
gue proposicbes atbmicas estdo implicitamente envolvidas no sistema l6gico dos Principia
Mathematica, 1° edicdo, ndo h& nada ali que nos obrigue a aceitar que a tese da independéncia
vale para essas proposi¢cdes. E mesmo na Introducdo a 2° edicdo, na qual proposicdes atbmicas
sd0 explicitamente introduzidas, nada é afirmado sobre serem elas logicamente independentes
umas das outras. De fato, é perfeitamente plausivel afirmar que Russell e Whitehead
considerariam as proposi¢des “isto € verde” e “isto é vermelho” como exemplos canbnicos de
proposi¢coes atdmicas, as quais, ndo obstante, ndo podem ser ambas verdadeiras se “isto” designa,
nos dois casos, 0 mesmo individuo. Segue-se que a satisfacdo ou ndo-satisfacdo de uma funcéo
atdbmica por parte de um individuo pode ter conseqiiéncias para sua satisfacdo ou ndo satisfacéo

de outras fungdes atbmicas, embora essas consequiéncias ndo decorram de conexdes estabel ecidas
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por meio de nogBes puramente 10gicas, mas digam respeito ao contelido semantico, intensional,

dos predicados envolvidos nessas fungdes.

Estas consideracdes indicam que ndo podemos mais estar absolutamente seguros de que
uma configuragdo gque atenda aos requisitos de Ramsey € efetivamente possivel; ou, para voltar a
nossa tabela ilustrativa, que o preenchimento de uma certa posi¢éo de uma linha qualquer com o
sinal “-” é consistente com o preenchimento de todas as demais posi¢des dessa linha com o sinal
“+” . A aplicabilidade, em principio, da “regra da diagonal” pressupde a total independéncia
reciproca das fungdes atdmicas do modelo, mas isto, como vimos, ndo € um traco constitutivo do
sistema ldgico dos Principia, e ndo ha nada, nas condi¢des que Ramsey formula para seu modelo,

gue permita estabelecer a validade dessa suposi¢éo.

Ao lado da dificuldade mencionada, € preciso indicar também a possibilidade de conexdes
l6gicas entre fungdes atdbmicas derivadas da natureza relacional de algumas dessas fungoes.
Assim, se o individuo a satisfaz a fungdo xRb, entdo, o individuo b deverd necessariamente
satisfazer a funcdo aRx; e a consideracéo destes casos introduz novas restri¢des quanto as formas
permissiveis de preenchimento da tabela. Note-se que este problema persiste mesmo que se
suponha a independéncia | 6gica das proposi¢des atbmicas, pois, no exemplo apresentado, SO esté
envolvida uma Unica proposicao atémica, a saber, aRb. Voltaremos a este problema na préxima
secdo, ao discutir o argumento de Wittgenstein contra o Axioma da Redutibilidade. Basta notar,
aqui, que isso traz uma dificuldade adicional para a demonstracéo da consisténcia das condicbes

gue Ramsey imp0de a seu modelo.

Vamos admitir, contudo, que esses problemas possam ser resolvidos por meio de
estipulacdes adicionais, e que se chegue a estabelecer efetivamente a possibilidade de um mundo
com as caracteristicas que Ramsey |he atribui. Seria correto, nesse caso, afirmar que o Axioma da
Redutibilidade é demonstravel mente falso nesse mundo? O que temos de examinar, agora, € se as
condigcoes apresentadas no modelo de Ramsey sdo suficientes para excluir a possibilidade da

funcdo predicativa cuja existéncia € asseverada nesse axioma.

Lembremos que o resultado do argumento, tal como 0 apresentamos acima, consiste no
estabelecimento de que nenhuma funcdo predicativa obtida por agregacdo verifunciona de
funcdes atdOmicas poderia capturar exatamente a mesma extensdo capturada pela funcéo ndo-
predicativa (¢) (paX = o@xa). I1sso foi feito notando-se que qualquer funcdo predicativa
considerada deve ser construida a partir de um numero finito de fungBes atbmicas, e que 0s

individuos que concordam com o individuo a quanto a essas fungdes atbmicas deverdo



MARQUES, José Oscar de A. - Waismann, Ramsey, Wittgenstein e 0 axioma da redutibilidade 21
Publicado em Cadernos de Historia e Filosofia da Ciéncia. Campinas: CLE-Unicamp, série 3,v.2, n.1, p 5-48, jun. 1992
Versdo digital em http://www.unicamp.br/~jmarques/pesqg/wittgenstein.htm

necessariamente concordar com ele quanto a funcdo predicativa construida a partir delas. Mas —
prossegue o0 argumento — entre esses individuos estardo incluidos muitos que ndo concordam com
a quanto atodas as funcbes atbmicas; assim, a funcéo predicativa considerada falha em capturar
exatamente a extensdo requerida. Contudo, mais uma vez, esta implicita neste argumento uma

certa pressuposi Gao que € preciso, agora, examinar.

Notemos que a conclusdo que o argumento permite estabelecer é, de fato, mais fraca do
gue a que seria necessaria para provar a falsidade, nesse modelo, da proposicdo enunciada pelo
Axioma da Redutibilidade. Pois tudo o que se demonstrou € que nenhuma funcdo predicativa
composta por meio de agregacdo verifuncional de funcbes atdbmicas pode ser coextensiva a
funcdo ndo-predicativa considerada. Assim, se Ramsey pretende ter estabelecido a falsidade do
Axioma da Redutibilidade em seu modelo, ele deve estar supondo tacitamente que essas sao
todas as funcdes predicativas que podem estar a nossa disposi¢do. Por tras disto estd, mais uma
Vez, uma outra tese wittgensteiniana formulada no Tractatus, a saber, a tese de que todas as
proposicies elementares (no sentido dos Principia) sdo funcbes de verdade de proposicoes
atdbmicas. Mas esta € uma tese que ndo faz parte do sistema original doe Principia; ao contrario,
seus autores mencionam explicitamente (p. 8) a possibilidade de proposi¢des obtidas a partir de
outras proposi¢oes por meio de operadores ndo-extensionais, como, por exemplo, “S acredita que
p”, que ndo € uma funcdo de verdade da proposicdo p. Se as proposices iniciais forem
proposices atbmicas, e 0 operador ndo contiver variaveis aparentes, a proposi ¢ao obtida serd, por
definicdo, uma proposicdo elementar cujo valor de verdade ndo estard determinado pelo valor de
verdade das proposicfes atdbmicas que sdo seus congtituintes. Ou sgja, se f é um operador néo-
extensional, do fato de que @aa = pzb N80 se segue necessariamente que f(pza) = f(pab). Isto
abre a possibilidade de funcdes predicativas para as quais ndo se pode afirmar que os individuos
gue concordam quanto as fungdes atdbmicas que delas fazem parte concordar&o necessariamente
guanto as funcbes predicativas em questdo. Esta possibilidade invalida, portanto, um passo
crucial implicito no argumento de Ramsey, pois ndo se pode mais concluir legitimamente, do fato
de que certos individuos concordam com o individuo a em relagdo a uma certa selecéo finita de
funcdes atbmicas, que eles obrigatoriamente concordardo com a em relacdo a qualquer funcéo
predicativa y!x construida a partir dessas funcdes atbmicas. 1sso sO ocorrera se y!x for um
composto verifuncional daquelas fungdes atbmicas, mas ndo temos que nos restringir a
hipétese. Por tudo que Ramsey nos diz, poderia perfeitamente haver alguma funcéo predicativa
da forma, por exemplo, “S quer saber se Fix”, capaz de capturar exatamente a extensdo de

qualquer funcdo ndo-predicativa que viéssemos, arbitrariamente, a selecionar. O gque mostra
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claramente que, ainda que se admita que as condi¢des que Ramsey estipula para seu modelo
sejam consistentes, elas ndo sdo capazes de fornecer um contra-exempl o efetivo atese do Axioma
da Redutibilidade.

E verdade que Russell terminou por incorporar a seu sistema, na 2° edic&o dos Principia,
a tese de que todas as fungdes de fungdes sdo extensionais, e, em particular, que todas as
proposicoes da forma f(p) séo funcbes de verdade de p. Nesse novo contexto, 0 argumento de
Ramsey seria, talvez, conclusivo, mas obviamente indtil, ja que o novo sistema ndo mais contém

0 Axioma da Redutibilidade entre suas proposi¢des | 6gicas primitivas.

30 ARGUMENTO DE WITTGENSTEIN

Wittgenstein formulou sua critica ao Axioma da Redutibilidade em uma carta dirigida a
Russsell, escrita em novembro ou dezembro de 1913. A referéncia ao axioma surge no contexto
de uma critica a diversas proposi¢fes admitidas como proposi¢des primitivas no sistema dos
Principia Mathematica, cuja verdade, se efetivamente fossem verdadeiras, seria, para
Wittgenstein, meramente o resultado de um “acaso feliz’, e ndo a espécie de verdade
incondicional que se exige das proposicoes da Logica. Apos insistir no cardter empirico (isto €,
ndo-16gico) de proposicdes que afirmam a existéncia de ao menos um individuo ou de uma
infinidade deles, Wittgenstein diz que o Axioma da Redutibilidade tem exatamente esse mesmo
caréter, e passa a esbocar um argumento em favor de sua afirmagdo. Em virtude da natureza
notoriamente obscura™® desse argumento, é conveniente que o0 examinemos em sua formulagéo
original:

Nun aber zu Deinem Reductions-Axiom: Stell’ Dir vor, wir leben in einer Welt
worin es nichts als Dinge gabe, und ausserdem nur noch eine Relation, welche
zwischen unendlich vielen dieser Dinge bestehe und zwar so, dass sie nicht
zwischen jeden jedem Ding und jedem anderen besteht, und dass sie ferner auch

nie zwischen einer endlichen Anzahl von Dingen besteht. Es ist klar, dass das
axiom of reducibility in einer solchen Welt sicher nicht besttinde. Es ist mir aber

12 A Unica tentativa de interpretagio de que tenho conhecimento estd em BLACK M. A Companion to Wittgenstein’s
‘Tractatus’,. Cambridge: Cambridge University, 1971, p. 326. Black admite ndo saber exatamente o que
Wittgenstein tinha em mente, e passa expor um contra-exemplo ao Axioma da Redutibilidade que lhe teria sido
“sugerido” pelas observacBes de Wittgenstein. Deixando de lado o fato de que o contra-exemplo de Black é ineficaz,
é dificil ver como essa sugestdo poderia ter operado, pois 0 modelo que ele constréi ndo apresenta a minima
semelhanca com o modelo descrito por Wittgenstein, e ndo pode, em nenhum sentido, ser tomado como uma
explicacdo ou interpretacdo do argumento de que vamos tratar nesta seg&o.
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auch klar, dass es nicht die Sache der Logik ist dartiber zu entscheiden. ob die
Welt worin wir leben nun wirklich so ist, oder nicht.®

Podemos reconhecer, agui, oS tracos principais dos argumentos que seriam depois
formulados por Waismann e Ramsey , Trata-se de definir certas condighes relativas a uma
possivel configuracdo do mundo que, se satisfeitas, tornariam falsa a tese enunciada pelo Axioma
da Redutibilidade. Como essas condi¢fes envolvem um elemento de contingéncia, € como néo
cabe a Logica decidir se, de fato, 0 mundo esta configurado desta ou daguela maneira, o axioma
ndo pode ser admitido como uma proposi¢do da Légica. Mas o argumento de Wittgenstein difere
em certos aspectos importantes das versdes que foram posteriormente oferecidas pelos autores
gue ja estudamos, e a apreensdo desses aspectos exige um exame pormenorizado das condicbes

gue ele introduz e do a cance de sua conclusdo.

Comecemos por identificar separadamente as suposi ¢oes envolvidas no exemplo proposto
por Wittgenstein. Os elementos do mundo séo apenas “coisas’ (Dinge) e, aém delas, uma Unica
relacdo, que vigora entre um numero infinito dessas coisas. Se SUPUSErMOoS que essas Coisas
podem ser identificadas aos individuos de que se tratou nos exemplos anteriores, veremos que o
modelo de Wittgenstein incorpora a condi¢do, ja familiar, que postula a existéncia de um nimero

infinito de individuos.

Consideremos agora a natureza dessa relacéo Unica (chamemo-la a relagdo R) contida no

modelo. E 6bvio que o que esta em jogo aqui € o que Russell e Whitehead denominam uma

relacdo em intensdo™, e que Wittgenstein, nas suas “Notes on Logic”

, explica como indefinivel
que é atribuido aos individuos que ela relaciona (p.98). Em uma proposicdo como “aRb” , o
simbolo “R” ndo funciona da mesma maneira que os simbolos “a” e“b” , visto que ndo é o nome
de uma coisa (p. 99), mas € o fato de que “R” ocorre entre “a” e “b” que simboliza que as coisas
designadas por estes dois Ultimos simbolos estdo na relacdo R. E claro que, a partir dessa relacio
primitiva do modelo de Wittgenstein, muitas outras relagdoes podem ser definidas; por exemplo, a

relacdo que vigoraentre z e y sempre que x estd em R com a ey ndo estdem R com b. Podemos,

¥ Em WITTGENSTEIN, L. Notebooks 1914-1916. Oxford: Basil Blackwell, 1969. Apéndice 3, p. 126.

¥ Ver Principia, p. xv. Relagdes em intensio ndo figuram explicitamente no sistema |égico-matemético
desenvolvido nos Principia, sendo todas as rel agdes tomadas ali (do mesmo modo que classes) a maneira extensional
(p. 26). Para uma exposic¢ao das idéias de Russell sobre relagBes em intensdo a época da redacdo dos Principia, ver
My Philosophical Development, cap. 8.

> Em Notebooks 1914-1916, Apéndice 1, p. 93-106. As “Notes on Logic” foram completadas poucos meses antes da
formulagdo do argumento que estamos examinando, e constituem um texto ao qual € plausivel referir-se em busca de
esclarecimentos sobre esse argumento.
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se quisermos, introduzir um novo simbolo para expressar a vigéncia desta Ultima relacdo, pela
definicdo xSy:= (xRa & ~ yRb). Aqui, mais unavez, “S” ndo € um nome, e a compreensdo de sua
significacéo pressupde o conhecimento de sua definicdo e do significado de “R” : Quanto a este
altimo simbolo, no entanto, ele ndo é passivel de nenhuma definicdo semelhante, e dai provém a
caracterizacdo de seu significado como “indefinivel”, isto é como ago que deve ser
compreendido por st mesmo e €. incapaz de ser analisado em termos de outras significagcbes mais
primitivas.

A admissdo de uma Unica relacdo indefinivel tem como consequiéncia que todas as
proposicdes atdmicas do modelo proposto por Wittgenstein sdo da forma (digamos) xRy. Essa
restricdo ndo impede, porém, a existéncia de infinitas funcdes predicativas de um ou mais
individuos, cujos valores serdo as proposicoes elementares formadas pela agregacdo das
proposi¢cdes atdbmicas disponiveis no modelo. Assim, o modelo de Wittgenstein permite, do
mesmo modo que nos exemplos de Waismann e Ramsey, a introducéo de uma varidvel ¢!x para
funcbes predicativas de individuos, e a conseguiente obtencdo, por meio de generaizacdo, das

funcdes ndo-predicativas necessarias para a formulacéo do Axioma da Redutibilidade.

Passemos, agora, a condic¢éo que exige que R vigore entre infinitos individuos (“zwischen
unendlich vielen dieser Dinge besteh[t]”). A formulacdo de Wittgenstein néo € clara, e poder-se-
ia supor gque ele esta pensando, aqui, em uma relagdo infinitéria, isto € uma relacdo que admite
infinitos individuos como seus termos. Mas podemos descartar essa leitura por duas razées. Em
primeiro lugar porque as proposicbes atdmicas deveriam, nesse caso, Ser expressdes de
comprimento infinito; e, seja qual for a opinido que Wittgenstein pudesse ter a esse respeito™, tal
suposicdo é incompativel com os principios bésicos do sistema desenvolvido por Russell e
Whitehead, e ndo poderia ser legitimamente adotada em uma critica que se pretenda coerente
com 0s pressupostos desse sistema. Em segundo lugar, e isto € o0 maisimportante, porque todas as
possivels refutacdes do Axioma da Redutibilidade fazem uso justamente do carédter finito das
expressdes funcionais admissiveis, para demonstrar que ndo € possivel a existéncia de uma
func&o predicativa equivalente a uma dada fungdo ndo-predicativa, e ficariam inviabilizadas se se

admitisse a possibilidade de fungdes dadas por meio de expressdes infinitas.

16 \er Tractatus, 4.2211, onde ele parece admitir a possibilidade de que haja fatos atdmicos compostos de infinitos
objetos em combinagéo, o que levaria admissdo de proposi¢des atdbmicas contendo infinitos constituintes.
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Vou supor, assim, que Wittgenstein tem em mente uma relagdo binéria e interpretar o
requisito de que R vigore entre infinitos individuos como significando que R vigora entre infinitos
pares de individuos; ou melhor, que ha infinitos individuos x e y para os quais xRy € verdadeira
(com esta tltima formulagdo evita-se a mengdo a pares — isto €, classes — de individuos, que ndo
constituem genuinas entidades no sistema dos Principia). N&o é, porém, essencial para a
compreensdo do argumento de Wittgenstein que R sgja uma relacdo binaria, e eu adoto
suposicdo meramente para simplificar a discussdo. Isto parece, entretanto, ser corroborado pela
cldusula seguinte do exemplo, na qual Wittgenstein exige que R ndo vigore entre cada coisa e
cada uma das outras (“nicht zwischen jedem Ding und jedem anderen besteht”), o que sugere,
afinal, que ele tem em mente uma relacdo que vigora entre duas coisas, uma relacdo binéria. Nao
vou insistir neste ponto, mas simplesmente notar que esta Ultima condi¢éo também comporta uma
ambiglidade. Ela pode ser interpretada como exigindo que, para cada individuo, haja outros
individuos que ndo estdo narelagdo R com o primeiro —isto é, como significando (x)(3y)(~xRy) —
ou entdo, simplesmente, que haja individuos que ndo estdo na relacdo R — isto é, ~(X, y)(XRy).
Parece-me mais razoavel adotar a primeira leitura, mas isto ndo sera essencial para o

prosseguimento desta discusséo.

Resta, por fim, examinar a Ultima clausula apresentada por Wittgenstein, a qual exige que
R jamais vigore entre um numero finito de individuos. Tal como esta formulada, €la parece exigir
0 mesmo que ja se exigiu numa condicdo anterior, a saber, que R vigore entre infinitos
individuos. E dificil decidir se Wittgenstein pretende apenas especificar melhor algo que jéa foi
dito (dai o “und zwar so” , embora, em contrapartida, o “und . . . ferner auch . . .”), ou se se trata
de um lapso de redacdo, e o que ele pretendia exigir é que haja, também, infinitos individuos
entre os quais R ndo vigora (* nie zwischen einer endlichen Anzahl von Dingen [nicht] besteht” ).
Veremos a frente por que esta exigéncia poderia ser plausivel, mas minha opcédo € simplesmente
deixar de lado esta Ultima clausula, pois o material de que dispomos ja permite caracterizar, de
forma suficientemente precisa para 0os propositos desta discusso, o0s tragos essenciais do mundo
que Wittgenstein submeteu a consideracdo de Russell. Trata-se de um mundo que obedece as

seguintes especificagoes.

(1) Ha nele um nimero infinito de individuos.

2 H&a uma Unicarelacdo em intensdo primitivaR.

3 R vigoraentre infinitos individuos x e y.

4) R ndo vigora entre cada individuo e cada um dos outros.
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Podemos passar, agora, a representacdo esquemética destas condi¢des, fazendo uso, mais
uma vez de uma tabela semelhante as utilizadas nos exemplos anteriores. Do mesmo modo que
no caso do modelo de Ramsey, vamos considerar, aqui, as funcdes atdmicas de individuos. Pelo
requisito (3), R vigora entre infinitos individuos, h4, assim, infinitas proposicdes atémicas
verdadeiras nesse modelo, conseqiientemente, ha infinitas proposicoes atbmicas tout court. Essas
proposicdes dao origem, portanto, a infinitas funcdes atbmicas de individuos, que sdo as funcdes

XRa, xRb, .. ., aRx, bRx, etc., e podemos introduzir a varidvel ¢4z para percorrer essas fungoes.

Tendo a nossa disposicdo a totalidade dos individuos e a totalidade das funcdes atémicas
de individuos, j& temos os elementos necessarios para a confeccdo da tabela. Poderiamos
proceder como nas se¢des anteriores e dedicar as linhas aos individuos e as colunas as fungdes de
individuos, mas isto trara um problema ao qual ja nos referimos brevemente na secéo anterior, e
gue decorre do fato de que, quando certos individuos satisfazem ou ndo certas fungdes, isto pode
ter implicagtes quanto a satisfacdo ou ndo-satisfacdo de outras fungdes por outros individuos. Isto
€ particularmente relevante neste modelo, devido ao cardter fundamentalmente relacional de
todas as funcdes atdbmicas nele envolvidas. Como exemplos, note-se que, se a satisfaz a funcédo
XRa, entdo a tera também necessariamente que satisfazer aRx, e se b ndo satisfaz cRx, entéo ¢ ndo

podera satisfazer xRb, e assim por diante.

Devido, porém, ao cardter peculiar do modelo em consideragdo, essas relagbes de
interdependéncia entre suas fungbes atbmicas podem ser neutralizadas pelo recurso a uma
diferente convencdo para associar individuos e fungdes as linhas e colunas da tabela. Fagcamos
corresponder a cada linha um individuo y determinado e a funcdo atbmica yRx; similarmente, a
cada coluna corresponderd um individuo determinado x e a fun¢do xRz. Com isso, consegue-se
associar cada proposicdo atbmica yRz a uma Unica posicdo da tabela, embora essa proposicéo
possa ser analisada de dois modos; como o valor da fungdo correspondente a coluna para o

argumento correspondente a linha, ou vice-versa.

a b £
XRa xXRb  XRc ..
a;aRx] V

b; bRx
c; cRx F
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E facil ver que este procedimento resolve o problema levantado pelas relagbes de
interdependéncia existentes entre as funces atdbmicas do modelo e restabelece, pelo menos sob
este aspecto, a total liberdade quanto ao preenchimento das posicdes da tabela, ja que, por
exemplo, a indicagdo de que a funcdo xRa é satisfeita pelo individuo a, efetuada pela colocagdo
do sinal “V” (para “verdadeira’) na posicdo correspondente a proposicdo atbmica aRa, fornece
automaticamente a indicacdo de que a funcéo aRx é satisfeita por a; € 0 mesmo ocorre Nos Casos
em gue a ndo-satisfacdo de uma certa funcéo por um certo individuo € indicada pela colocacdo do
sina “F’ (para“falsa’ ) na posi¢cdo correspondente a proposicdo atbmica em questdo. Com isso,
podemos estar certos de que, seja qual for a distribuicgo dos sinais “V” e “F” pela tabela, ndo se
estara incorrendo em inconsisténcias decorrentes do carater relacional das fungdes atdmicas

envolvidas no modelo.

Contudo, para poder garantir a plena consisténcia de todas as distribui¢des, é preciso levar
em conta, ainda, a possibilidade, examinada em conexdo com o exemplo de Ramsey, de funcbes
atdbmicas incompativeis entre si, como por exemplo “z € vermelho” e “z é verde” , nas quais 0s
predicados envolvidos sdo simples, isto &, indefiniveis, e a incompatibilidade ndo se manifesta,
portanto, explicitamente como uma incompatibilidade |6gica. Mas esta possibilidade esta
excluida no modelo apresentado por Wittgenstein, dado que R é o Unico predicado simples
envolvido na construgdo das fungdes e proposicdes atdmicas do sistema. E esta caracteristica
peculiar do modelo de Wittgenstein que Ihe permite enfrentar com sucesso uma objecdo que traz
dificuldades para o contra-exemplo de Ramsey, e |he garante uma base segura para estabelecer a
consisténcia das condigdes impostas ao mundo por ele especificado.

E tempo, ent30, de considerar essas condicdes e analisar as consegiiéncias que elas trazem
para a tese do Axioma da Redutibilidade. Wittgenstein ndo menciona nenhuma funcdo néo-
predicativa em particular que pudesse servir de teste para a validade do axioma, mas podemos
adotar, mais uma vez, a fungdo considerada nos exemplos anteriores, isto €, (¢)(¢!'x = @'a).
Segundo o Axioma da Redutibilidade, deve existir uma fungdo predicativa cuja extensdo abrange
exatamente os individuos que satisfazem a funcdo acima, a saber, os individuos que concordam
com o individuo a em relagdo a todas as fungdes predicativas. Ja notamos anteriormente que o
teste do Axioma da Redutibilidade pode ser encaminhado em termos de funcdes atdmicas,
buscando-se encontrar uma fungdo predicativa y!x que sgja extensionalmente equivaente a
funcéo ndo-predicativa (¢)(pa!X = @a!a), que é satisfeita por todos os individuos que concordam

com a em relacdo atodas as funcdes atdbmicas do modelo. Examinemos, entdo, em que medida as
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condicdes estipuladas no modelo de Wittgenstein permitem assegurar que ndo hd uma funcgéo y!x

com essa caracteristica.

Com auxilio de nossa representacdo esquematica, pode-se afirmar gue os individuos que
concordam com a em todas as fungbes atdbmicas serdo agueles cujas linhas e colunas
correspondentes sdo idénticas (quanto a distribuicdo dos “V”s e “F’s) respectivamente a linha e
coluna que correspondem ao individuo a. O problema consiste, entdo, em determinar, para uma
dada configuracdo arbitréria do mundo representada na tabela, uma funcéo predicativa y!x capaz
de subsumir exatamente esses individuos. Vamos examinar, inicialmente, certos casos

particul ares.

Se a tabela fosse completamente homogénea, isto €, se todas as posices estivessem
preenchidas apenas com o sinal “V” ou apenas com o sinal “F’, o problema seria facilmente
resolvido. Nesse caso, todos os individuos seriam concordantes com a, e y!x poderia ser dada por
qualquer funcdo predicativa anditica da forma @«!X v ~pz!X. Mas o0 requisito (4) exclui a
primeira situacdo, e o requisito (3) exclui a segunda. Assim, estas configuracbes estdo
descartadas.

Outra situagdo em que se poderia determinar uma funcdo predicativa com a extenséo
desgjada € aquela em que a tabela apresenta apenas um numero finito de sinais “V”, ou um
numero finito de sinais “F’. Nesse caso, seria possivel isolar uma porcdo retangular finita da
tabela, na qual todos os sinais de uma certa espécie estariam incluidos, e essa porcéo
determinaria, ipso facto, todas as funcdes atébmicas com relacdo as quais poderia haver individuos
gue discordam de a. Como o nimero dessas funcdes sera finito, poderiamos construir a funcéo
y!Ix desgjada fazendo a conjuncdo de todas as fungdes atdmicas satisfeitas por a e de todas as
negacbes das funcdes atbmicas que a ndo satisfaz. Mais uma vez, porém, as condigcoes
estipuladas por Wittgenstein impedem a vigéncia desta situacdo favoravel ao Axioma da
Redutibilidade. Pelo requisito (3), estdo excluidas as configuragdes em que sO ha um nimero
finito de “V”s na tabela. E, pelo requisito (4), na interpretacdo que propusemos, exclui-se a
presenca de um nimero finito de “F’s. E verdade que, segundo a outra interpretacio admissivel
de (4), uma configuracdo como essa ndo teria sido excluida. Resta, entdo, a hipitese ja
mencionada de que a Ultima clausula do exemplo de Wittgenstein envolva realmente um lapso, e

gue ele estivesse de fato pretendendo proscrever ali esta Ultima possibilidade.

Seja como for, a questdo ndo tem maior importancia, pois Wittgenstein ndo esta buscando

excluir sistematicamente, através de suas condicles, todas as situacBes em que o Axioma da
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Redutibilidade poderia estar satisfeito. Neste aspecto, seu procedimento € distinto dos de
Waismann e Ramsey, ao ndo pretender exibir uma prova de que o axioma é falso em certas
circunstancias especificadas. 1sso é perceptivel nos proprios termos em que ele formula sua
conclusdo: “Es ist klar, dass das axiom of reducibility in einer solchen Welt sicher nicht
bestiinde” (meus grifos). Afirmar que o Axioma da Redutibilidade com certeza ndo vigoraria num
mundo como esse € uma forma de expressao pouco adequada para verdades demonstradas. nesses
casos 0 usua é a simples afirmacgo categérica e nd modalizada'’. O efeito do argumento de
Wittgenstein € reverter do 6nus da prova: ao invés de exibir uma configuragdo que falsifica o
axioma, ele desafia seus defensores a demonstrar sua validade nas configuragdes “interessantes’
isto €, naguelas que distintas das configuracdes particulares acima descritas que eram favoraveis
a0 Axioma da Redutibilidade. As especificacdes de Wittgenstein visam simplesmente trazer o

problema para o terreno mais geral, que € onde ele deve ser discutido.

E f&cil, agora, ver arazao pelaqual o desafio lancado pelo argumento de Wittgenstein n&o
pode ser respondido. Uma certa funcdo predicativa y!x obtida pela conjuncéo de um ndmero
finito de fungdes atbmicas ou de negacdes dessas funcdes tera, sem divida, sucesso em excluir
todos os individuos que ndo concordam com o individuo a quanto a essas fungdes atbmicas. Mas,
dado que se estabel eceu que todas as distribuicdes de “V”s e “F’s s80 consistentes, sempre estara
aberta a possibilidade de que um individuo que satisfaz y!x venha. a discordar de a quanto a
qualquer uma das infinitas fungdes atdbmicas ndo envolvidas na construcdo de y!x. Note-se que €
apenas no modelo de Wittgenstein que o argumento para o carater contingente do Axioma da
Redutibilidade pode ser realmente conclusivo, pois € somente ap6s a abolicdo de todas as
conexdes intensionais ou semanticas entre as fungdes atbmicas, pela admissdo de um Unico
predicado primitivo R, que estamos plenamente autorizados a afirmar que as func¢des contidas em
y!x ndo trazem consigo implicagbes internas quanto a satisfacdo ou ndo-satisfacdo de outras

funcdes atdmicas'®, e que, se porventura existir uma funcdio predicativa equivalente a

Y N2o se diz que a soma dos angulos internos de um triangulo “seria com certeza’” 180 graus na geometria
euclidiana.

18 E preciso ressaltar — como me foi observado pelo Prot. Michel Ghins - que se est& pressupondo, aqui, que a relago
R ndo exibe intensionalmente nenhum das propriedades familiares de reflexividade, irreflexividade, simetria,
assimetria, transitividade, etc., as quais trariam restricdes aos possiveis modos de preencher atabela. E claro, porém,
gue a simetria da relagdo R ndo prgjudicaria 0 argumento aqui apresentado, bastando apenas que noa limitassemos,
na discussdo, & por¢do da tabela situada acima de sua diagonal. Com efeito, na proxima se¢éo. vou considerar uma
interpretacéo da relacdo R que a torna inerentemente polissimétrica — a saber, a relagdo de diversos individuos
estando combinados em um fato atémico.
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(0)(pax = @4a), 1SS0 SO pode ter sido o resultado de um feliz e improvavel acaso, e ndo de alguma

determinacdo necessaria proveniente da natureza dos predicados simples envolvidos em ! x.

Resta por fim examinar uma objecdo que foi fatal contra o argumento de Ramsey, e que
diz respeito a possibilidade de fungbes predicativas de individuos construidas por meio de
operadores proposicionais ndo-extensionais. A objecdo, como se lembrarg, é que, ao levar em
conta exclusivamente funcdes predicativas obtidas pela agregacéo verifuncional de funcbes
atdbmicas, o argumento de Ramsey ndo havia sido suficiente para excluir a possibilidade de que
exista, apesar de tudo, uma funcdo predicativa daforma, por exemplo, “S acredita que F1x”, que é
satisfeita pelos mesmos individuos que satisfazem qualquer funcdo ndo-predicativa sel ecionada.
Embora o argumento de Wittgenstein ndo se proponha, segundo eu o interpreto, a exibir uma
situagdo concreta em que o Axioma da Redutibilidade seja demonstravel mente falso, mas apenas
indicar sua implausibilidade quando certas configuracdes favoraveis estdo descartadas, deve-se
notar que sua eficacia depende igualmente da suposicdo de que todas as fungdes predicativas
porventura consideradas sdo compostos verifuncionais de funcdes atbmicas, e é preciso investigar

se 0 seu model o pode, ao contrério do de Ramsey, tornar legitima essa suposi ¢ao.

Considere-se, entdo, 0 que esta envolvido na admissdo de funcdes predicativas obtidas a
partir de funcdes atbmicas por meio de operadores ndo-extensionais, e tome-se, por simplicidade,
uma funcéo da forma f (xRa), na qual f constitui um operador dessa espécie. Em virtude da
natureza mesma desse operador, os valores de verdade das proposi¢cOes elementares que s&0
valores dessa fungdo predicativa ndo estardo determinados pelos valores de verdade das
proposicbes atbmicas que sdo valores da funcdo atbmica xRa; vae dizer, ndo estardo
determinados pela extensdo dessa funcdo. Assim, ainda que xRb, digamos, sgja coextensional a
XRa, f(xRb) ndo tera necessariamente a mesma extensao de f(xRa). Isto significa que f envolve um
certo predicado que se aplica as fungdes pgx enquanto tais, independentemente de quais sejam as
extensoes dessas fungdes, e constitui, portanto, um predicado intensional de fungdes. Pode-se ver,
agora, como a parcimdnia ontoldgica do mundo imaginado por Wittgenstein permite evitar uma
objecdo que foi decisiva contra o modelo que Ramsey propds. Pois, ao admitir uma anica relacéo
em intensdo primitiva R, com dominio de aplicacéo restrito a individuos, Wittgenstein exclui de
antemdo a possibilidade de fungbes ndo-extensionais de funcdes, e, consequentemente, de
operadores proposicionais distintos dos operadores l6gicos familiares de negacdo, conjuncéo,

diguncéo, etc. Seu argumento preserva, portanto, toda sua eficacia, pois ndo ha, em seu modelo, a
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possibilidade de outras fungdes predicativas além daquelas obtidas por agregagéo verifuncional

de funcbes atémicas.

4 O AXIOMA DA REDUTIBILIDADE E O MUNDO DO TRACTATUS

Examinamos neste trabal ho trés argumentos destinados a estabel ecer o caréter contingente
da proposi¢éo enunciada pelo Axioma da Redutibilidade. Os argumentos de Waismann e Ramsey
propunham se a oferecer uma prova conclusiva da natureza ndo-l0gica dessa proposicao, por
meio da especificacdo de um mundo possivel no qual ela seria demonstravelmente falsa. Vimos
gue ambas essas tentativas fracassam: no caso de Ramsey, porque as condicdes que ele introduz
na formulac&o de seu contra-exemplo ndo sao suficientes para implicar afalsidade do axioma; no
caso de Waismann, porque, embora suas condicfes sgjam suficientes para tal, ndo se conseguiu
demonstrar que elas podem ser consistentemente satisfeitas. Assim, curiosamente, € o argumento
de Wittgenstein — que antecede os dois outros em mais de uma década — que surge como 0 mais
bem-sucedido dos trés, ao introduzir condigdes que sdo efetivamente consistentes e capazes de
excluir a existéncia de fungdes predicativas obtidas por meio de operadores ndo-extensionais, as
quais o defensor do axioma poderia recorrer, ex machina, pararecusar a validade de provas como

aque Ramsey oferecevu.

Poder-se-ia objetar, entretanto, que o sucesso do argumento de Wittgenstein é obtido aum
custo muito elevado, j& que a postulagdo de um mundo em que vigora uma Unica relagdo
primitiva parece ser, a primeira vista, muito mais implausivel que a propria tese do Axioma da
Redutibilidade que com €ela se pretende refutar. Mas € preciso distinguir cuidadosamente os
aspectos 6gicos e os aspectos ontol égicos envolvidos na discussdo. Do ponto de vista légico, a
restricdo introduzida no model o de Wittgenstein tem como consequéncia direta a determinacéo de
uma unica estrutura particular caracteristica de todas as proposi¢oes atdbmicas do modelo, que é a
forma xRy. No entanto, como j& observamos, o sistema |ogico dos Principia Mathematica foi
desenvolvido independentemente de qualquer teoria definida acerca da estrutura das proposi¢oes
atdmicas; assim, ndo se pode dizer que o modelo proposto por Wittgenstein envolva qualquer
violagdo dos principios l6gicos explicitamente assumidos na construcdo desse sistema. Uma
segunda consequiéncia da admissao de uma Unica relacdo em intensdo primitiva de ambito restrito
aindividuos, € que, no modelo de Wittgenstein, todas as fungdes de fungdes séo extensionais, e,
como resultado, todas as proposicOes elementares do modelo sdo fungbes de verdade de
proposicles atdmicas. Mais uma vez, contudo, trata-se de uma restricdo que ndo é conflitante

com a logica dos Principia, pois, embora Russell e Whitehead tenham admitido a possibilidade
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de agregados néo-extensionais de proposicoes, 0 desenvolvimento da teoria ndo exige que haja
tais agregados'®. Segue-se que, segundo consideracBes estritamente dgicas, ndo ha nenhuma
razdo para se supor que o mundo especificado por Wittgenstein esteja em desacordo com 0s

pressupostos constitutivos do sistema dos Principia.

Seria possivel, por outro lado, argumentar que 0 modelo proposto por Wittgenstein ndo €
concilidvel com as suposi¢des ontologicas minimas que estdo na base do sistema exposto por
Russell e Whitehead. De fato, na Unica passagem em que a ontologia subjacente aos Principia é
explicitamente discutida (p. 43-4), seus autores representam 0 universo como constituido de
objetos que apresentam vérias qualidades e mantém entre si vérias relagdes e, com isso, parecem
estar requerendo uma diversidade ontol 6gica mais rica que a estipulada no universo do modelo de
Wittgenstein (varias qualidades e varias relacdes, em contraste com a relagdo Unica admitida no
modelo wittgensteiniano). Cabe notar, porém, que essa digressao ontoldgica situa-se exatamente
na Introducdo dos Principia, a qual tem propdsitos meramente elucidativos, e ndo reaparece nos
capitulos que fazem parte do corpo propriamente dito do texto, nos quais a exposicao do sistema
se realiza de maneira rigorosa e metédica. Mais especificamente, aquela digressdo surgiu apenas
paraintroduzir, informalmente, a distingéo entre julgamentos elementares e julgamentos gerais, e
a ambiguidade das nocdes de verdade e falsidade tais como aplicadas a cada uma dessas espécies
de julgamentos. Para esses propositos, € irrelevante que a ontologia seja mais ou menos rica, € o
modelo de mundo de Wittgenstein, com sua Unica relacéo, ja seria suficiente para introduzir uma
tal distingdo. Ao mencionarem vérias qualidades e varias relagdes, Russell e Whitehead estavam
simplesmente lancando méo da concepgdo que lhes parecia ser a mais comumente aceita, e a
menos apta a suscitar controvérsias desnecessdrias. E conveniente repetir que nada, nos
Principia, depende de uma doutrina especifica acerca da natureza e diversidade dos elementos
ultimos que compdem o universo, mesmo porque, como ja se observou, Russell ndo tinha, na
ocasidn, uma teoria definida sobre esses tOpicos, e continuaria ainda por muitos anos a

experimentar e rejeitar diversas alternativas em suas obras propriamente filosoficas e metafisicas.

E perfeitamente legitimo, portanto, fazer uso de um modelo como o proposto por
Wittgenstein para testar a validade das proposicoes primitivas adotadas nos Principia
Mathematica, e, em particular, do Axioma da Redutibilidade. Mas seria esse modelo, considerado

9 E, de fato, em vérias demonstracBes eles se esquecem de levar em conta essa possibilidade, como no caso do
teorema *14.15 |- (1x)(9px) = b .. y{(xX)(px)} = yb, que ndo vae no célebre caso em que setoma ‘b’ como ‘ Scott’,
‘ex’ como ‘x éo autor de Waverley’ e ‘yx' como ‘George |V quis saber se Scott €x’.
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em s mesmo, filosoficamente plausivel? Sera realmente possivel conceber um mundo constituido
— para empregar os termos metafisicos tradicionais — apenas por particulares e um Unico

universal? Esta questdo nos leva diretamente ao topico com o qual pretendo concluir este trabalho

Comecemos por observar gque ndo € de modo algum claro que Wittgenstein estivesse de
fato especificando um mundo no qual so haveria particulares e um Unico universal. E muito
dificil determinar o que Wittgenstein entendia, nesse estagio de seu desenvolvimento filosofico,
pelos termos “Ding” e “Relation” empregados na formulacdo de seu modelo; mas, se nos
referirmos mais uma vez as “Notes on Logic”, parece claro que a relagdo R ndo se opbe as
“coisas’ de seu modelo da maneira pela qual se concebe tradicionalmente a oposicéo entre
universais e particulares. De fato, a0 analisar uma proposicdo atdbmica como “aRb” ele a
decomp®e nos nomes “a” e “b” e em uma forma, que € expressa com o auxilio do simbolo “R”,
mas da qual “R” ndo é um nome (p. 99). Ele enfatiza que ndo ha nenhuma coisa que sgja a forma
da proposicdo, e nenhum nome que sgja 0 nome de uma forma (p. 99). Assim como €é erréneo
supor que “aRb” compde-se de trés nomes, é errdneo supor que o fato atbmico que lhe
corresponde componha-se de trés entidades, das quais uma seria uma relacdo (um universal). Segja
qual for a maneira pela qual Wittgenstein entendia a natureza dessa relagdo R, parece 6bvio que
ele ndo a toma como um constituinte de um fato no mesmo sentido em que a e b séo
constituintes, e que se distinguiria destes Ultimos meramente por ser uma entidade pertencente a

uma diferente categoria ontol 6gica.

Assim, a aparente implausibilidade do modelo de Wittgenstein resulta, na verdade, da
tentativa de traduzi-lo em termos de categorias ontoldgicas que ndo estavam envolvidas em sua
formulacdo. Aqueles que, devido a suas particulares predilecbes metafisicas, consideram
impensavel um mundo despovoado de universais ( qua constituintes do mundo capazes de serem
nomeados nas proposi¢oes) poderiam talvez satisfazer-se incluindo-os entre as infinitas “Dinge”
postuladas no modelo®, embora 0 mais aconselhavel seria abster-se de pensar em termos dessas
categorias a0 examinar a natureza e o alcance do contra-exemplo de Wittgenstein ao Axioma da
Redutibilidade. De fato, tudo o que se necessitou em nossa discussdo desse contra-exemplo foi a
possibilidade de analisar as proposi¢des atdmicas e elementares do modelo em termos de fungéo
e argumento e, para isso, ndo se exigiu nenhuma determinagdo do estatuto categorial dos

significados dos simbol 0s que ocorrem nessas proposi ¢oes.

20 Cf. Notebooks 1914-1916, p. 60: “Auch Relationen und Eigenschaften etc. sind Gegenstande” (16/6/1915).
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A época em que Wittgenstein formulou o argumento que viemos discutindo, suas
concepcdes estavam experimentando uma tumultuada evolucdo em direcdo a forma final que
adquiriram no Tractatus Logico-Philosophicus, e é notavel observar que, nessa obra,
Wittgenstein terminou por adotar, como caracteristicas essenciais de qualquer mundo possivel,
importantes elementos do modelo que ele havia proposto, cinco anos antes, como um contra-
exemplo a tese do Axioma da Redutibilidade. Assim, Wittgenstein afirma, no Tractatus, que
todos os mundos possiveis compartilham da mesma substancia, isto ¢, do mesmo dominio de
elementos simples que sdo, todos eles, denominados objetos (Gegenstéande), ou “coisas’ (Dinge).
H&, além disso, uma Unica relagdo primitiva que pode vigorar entre esses objetos, que é a relacdo
de estarem combinados em um fato atdbmico (Sachverhalt). O fato de que essa relagdo vigore
efetivamente entre certos objetos e ndo vigore entre outros — isto €, que certos objetos estejam
combinados em fatos atdbmicos e outros ndo estejam assim combinados — € um dado contingente
do mundo tal como ele esta realmente configurado; e é possivel conceber que essa relacdo de
combinacdo se distribuisse diferentemente ao largo do dominio de objetos (e € essa possibilidade
de diferentes combinagdes que da um sentido preciso a locucdo leibniziana “ mundos possives’).
O que é essencial e invariavel no mundo é a sua substéancia, gue sao 0s objetos que participam de
seus fatos. Os fatos do mundo, enquanto tais, sdo contingentes, mas € igualmente essencia que os
objetos possam combinar-se em fatos, e, portanto, que hgja umatal relacdo de combinacéo capaz

de vigorar ou ndo entre os objetos.

Voltando as especificagdes formuladas por Wittgenstein em seu modelo de 1913, e
examinando-as em relacdo as doutrinas expostas no Tractatus, vemos que os itens (3) e (4)
introduzem exigéncias quanto a maneira pela qual os objetos estédo empiricamente combinados no
modelo, e dizem respeito, portanto, a uma possibilidade que se supde redlizada para fins de
argumentacdo. Os itens (1) e (2) mencionam, porém, certos elementos essenciais de qualquer
mundo possivel (a saber, os objetos que formam sua substancia e a relagdo que lhes da a
possibilidade de se combinarem em fatos atdmicos), e as exigéncias introduzidas por estes
ultimos itens ndo sd0, como no caso dos itens anteriores, exigéncias que se pudesse supor como
estando contingentemente satisfeitas. Se elas estiverem de acordo com as caracteristicas
necessarias e imutaveis de todos os mundos possiveis, elas estardo necessariamente satisfeitas em
qualquer circunstancia; se estiverem em desacordo com aquelas caracteristicas, ndo havera

nenhum mundo possivel que possa satisfazé-las.
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Tomando-se, portanto, 0s quatro requisitos que Wittgenstein estipula para a montagem de
seu contra-exemplo ao Axioma da Redutibilidade, nota-se que, excetuando-se uma importante
clausula a qual voltaremos logo mais, eles definem efetivamente um mundo possivel segundo a
concepcao do Tractatus. Isto significa que, ainda que o Axioma da Redutibilidade sgja verdadeiro
no mundo tal como esse mundo de fato &, sera possivel conceber um mundo em que ele é falso.
Ou sgja, 0 argumento desenvolvido por Wittgenstein em sua carta a Russell poderia ser
exatamente reproduzido no quadro conceitual do Tractatus e alcancar o mesmo resultado, isto €,
a demonstracéo de que o Axioma da Redutibilidade s6 poderia ser verdadeiro em virtude de um
improvavel acaso, sendo ilegitima, portanto, sua inclusdo entre as proposi¢cdes da Logica, cuja

verdade deriva de caracteristicas necessarias do mundo, e ndo de fatores circunstanciais.

E, de fato, Wittgenstein afirma, na proposicao 6.1233 do Tractatus, que se pode conceber
um mundo em gque o Axioma da Redutibilidade n&o vale. Mas ele suprime o argumento
formulado em 1913 como fundamento dessa afirmacao, e passa imediatamente a observacdo de
gue a Logica ndo tem nada a ver com a questdo de se nosso mundo € efetivamente um mundo
como esse ou ndo. Qual seria a razdo que teria levado Wittgenstein a reafirmar, no Tractatus, a
sua convicgdo sobre o cardter contingente do axioma e, a0 mesmo tempo, abster-se de reproduzir
0 argumento anteriormente apresentado a Russell?

Para responder a essa questdo, € preciso retomar o importante requisito do modelo de
1913 que deixamos de lado ao considerarmos a transposicdo desse modelo para o quadro
conceitual do Tractatus. Trata-se, como ja se tera percebido, da clausula que exige a existéncia de
infinitos individuos no modelo. Ja tivemos ocasido de indicar que essa clausula é indispensavel
para a montagem de qualquer contra-exemplo efetivo a tese do Axioma da Redutibilidade, ja que,
sem ela, ndo se pode garantir a existéncia de infinitas funcbes predicativas com diferentes
extensfes, e é somente a presenca de um numero infinito de tais fungdes no modelo que nos
impede de agreg&las em uma expressdo funciona finita extensionalmente equivaente a uma
dada funcdo ndo-predicativa. Em outras palavras, em um modelo com um ndmero finito de
individuos, o Axioma da Redutibilidade sera necessariamente verdadeiro. Portanto, qualquer
argumento destinado a estabelecer o cardter contingente da proposi¢do enunciada pelo axioma
deve obrigatoriamente partir da suposi¢ao de que o mundo contém infinitos individuos.

Wittgenstein ndo experimentou, em 1913, nenhuma hesitagdo em introduzir uma condicéo
como essa em seu modelo; e, de fato, em uma passagem da mesma carta em que ofereceu seu

contra-exemplo a Russell, ele reafirmou sua conviccdo de que o chamado Axioma da Infinitude
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(que é a proposicdo que assevera a existéncia de N Coisas ho universo) € uma pProposicao
empirica, cuja verdade ou falsidade deve ser estabelecida ndo por meios l6gicos, mas, em
principio, pela experiéncia (ainda que, de fato, a experiéncia, sendo finita, ndo consiga decidi-1a).
Mas na época em que suas idéias filosoficas chegaram a consolidar-se no sistema exposto no
Tractatus, essa possibilidade ndo estava mais aberta para Wittgenstein, pois, segundo o Tractatus,
a hipétese de que hainfinitos objetos (e, de resto, também a hip6tese de que ha um ndmero finito
deles) ndo é uma proposicdo empirica, nem uma proposicdo da Logica, mas um puro e absoluto
nonsense (4.1272); e qualquer argumento envolvendo a formulacdo dessa hipGtese serd, em

conseqliéncia, absurdo e incapaz de estabelecer qualquer concluséo.

Assim, Wittgenstein ndo pode, no Tractatus, mencionar a possibilidade de um mundo que
contenha infinitos objetos, pois 0 mundo contém os objetos que contém, e, como esses objetos
constituem a substancia de todos os mundos possiveis, qualquer mundo capaz de ser concebido
contera exatamente esses mesmos objetos — nenhum a mais e nenhum a menos. Os objetos do
mundo constituem o fundamento |6gico e metafisico de toda possibilidade, j& que constituem o
limite da realidade empirica e do proprio pensamento (5.5561 e 5.6). O recurso ao argumento de
1913 esta, portanto, absolutamente excluido, dado que ele pressupde que podemos afirmar uma
certa possibilidade com relacdo a constituicdo da substéncia do mundo e excluir outras
possibilidades; e isto, para o Wittgenstein do Tractatus, requereria a absurda suposicéo de que a
L 6gica pudesse estender-se além dos limites do mundo, e observar esses limites, por assim dizer,
“do lado defora’ (5.61).

Se as consideracOes precedentes sdo suficientes para explicar a razdo pela qua o
argumento formulado em 1913 foi excluido do Tractatus, elas levantam, por outro lado, um sério
problema. Por que, afinal, Wittgenstein teria mantido sua afirmacéo de podemos conceber um
mundo em que o Axioma da Redutibilidade ndo é verdadeiro? Pois certamente se poderia objetar
gue, embora a exposicdo do Tractatus ndo faca nenhuma referéncia ao nimero de objetos que
constituem a substancia do mundo, esse nimero deve ser, apesar disso, ou finito, ou infinito —
tertium non datur. Devemos reconhecer, € claro, que ndo se trata, aqui, de genuinas
possibilidades ligadas aos tracos contingentes do mundo e capazes de serem expressas em
proposicBes significativas, e que, se 0 niumero de objetos for um ou outro, ele sera
necessariamente esse, e ndo poderia ser diferente. Concederemos também que estamos aplicando
o principio de terceiro excluido a hip6teses que sdo nonsense, e que, desse modo, nossa propria

afirmacdo de que os objetos sGo em numero finito ou infinito é igualmente um nonsense; mas,
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nesse sentido, ela ndo é pior nem melhor que muitas das afirmacdes contidas no Tractatus. E, de
fato, Wittgenstein refere-se explicitamente a uma dessas “possibilidades’ que estamos
considerando, ao afirmar, em 4.2211, que 0 mundo possuiria uma substancia— isto é, um dominio
de elementos irredutivelmente simples — ainda que €le fosse infinitamente complexo, isto &, ainda

que houvesse fatos atémicos envolvendo um ndmero infinito de objetos.

Se admitirmos, porém, a* possibilidade” de uma substanciafinita, deveremos concluir que
Wittgenstein ndo tem nenhuma razéo para afirmar que se poderia sempre conceber um mundo em
gue o Axioma da Redutibilidade n&o vigora. Pois, como observamos, a finitude do nimero de
objetos acarreta trivialmente a verdade do axioma; e, dado que nesse caso ele seria verdadeiro em
todos os mundos possiveis, ele seria uma tautologia no sentido proprio do Tractatus. Portanto, se
Wittgenstein estiver empregando, em 6.1233, a palavra “denken” no sentido especifico que ela
possui no Tractatus — isto &, para indicar o pensamento que se move dentro dos limites de
possibilidade impostos pela substéncia do mundo — entdo sera for¢oso concluir que sua afirmagdo
envolve implicitamente um compromisso com a tese de que essa substancia € infinita. Pois é s
sob suposicao que se pode considerar como efetivamente estabelecido que podemos pensar

um mundo no qual o Axioma da Redutibilidade é falso.

A manutencgdo, no Tractatus, da tese de que o Axioma da Redutibilidade constitui uma
proposicéo contingente fornece alguma indicacdo para se supor que Wittgenstein, mesmo na
auséncia de um comprometimento explicito, considera 0 mundo como consistindo de
combinagBes de um numero infinito de objetos. Isto ndo entra em conflito com sua afirmagéo
meramente hipotética da possivel complexidade infinita do mundo mencionada em 4.2211, ja que
0 que esta ai em questédo € a presenca de infinitos objetos em uma Unica combinacdo, e a
substéncia do mundo pode perfeitamente ser infinita sem que o mundo sga infinitamente
complexo nesse sentido. Outra indicagdo na mesma diregdo é o fato de que Wittgenstein recua,
no Tractatus, de sua posicdo de 1913 quanto ao cardter empirico da proposicdo enunciada pelo
Axioma da Infinitude, tratando-a agora como uma pseudoproposi¢cdo que pretende dizer algo que
s poderia, propriamente, mostrar-se na linguagem, caso esta contivesse um numero infinito de

nomes com diferentes significagbes (5.535). O uso do subjuntivo revela, mais uma vez, a

2 Devo a0 Prof. Michael Wrigley o ter-me chamado a atenco para essa passagem do Tractatus, na qual a
“possibilidade” de uma substancia infinita é explicitamente admitida. Em seu texto “Infinity in the Tractatus”
(versdo preliminar), Michael Wrigley defende convincentemente a tese de que Wittgenstein considerava a época
perfeitamente coerente a hipétese de que poderia haver um ndmero infinito de objetos, embora ela ndo fosse
expressavel em seu sistema.
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reluténcia de Wittgenstein em comprometer-se com a afirmacéo de que a linguagem poderg, de
fato, vir a mostrar tal coisa, 0 que esta de acordo com sua relutancia em afirmar explicitamente
gue a substancia do mundo compde-se de infinitos objetos. Mas as duas questdes estdo
intimamente ligadas, e é curioso que Wittgenstein tenha, no caso do Axioma da Infinitude,
remetido a decisdo para aquela enigmética insténcia que ele denomina “a aplicacdo da Légica’, e
ndo tenha aguardado uma jurisprudéncia semelhante antes de pronunciar-se pelo carater

contingente do Axioma da Redutibilidade.?
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